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INTRODUCCIÓN
El contexto general en que se encuadra esta tesis es la geometrización de variedades cerradas
de dimensión 3 , que es una parte de la topología de dimensión baja. Su inicio se remonta a 1976
cuando W.P. Thurston observó laconveniencia de imponer sobre una variedad diferenciable una estructura
geométrica adicional (por ejemplo, una métrica riemanniana), paraconseguir nueva información sobre las
propiedades puramente topológicas de la variedad. En dimensión 2 es un resultado clásico de Riemann
(Koebe y Caratheodory) que toda superficie cerrada admite una métrica de curvatura constante. La genial
aportación de Thurston fue observar que también en dimensión 3 es posible geomet¡izar las 3-variedades
de manera muy general. Toda 3-variedad cerrada se puede descomponer de modo canónico en un número
finito de piezas, según un resultado obtenido independientemente por .laco-Shaten y Johannson en 1976.
La Conjetura de Geometrización de Thurston afirma que todas las piezas de esta descomposición canónica
admiten una métrica completa y localmente homogénea (ver, por ejemplo, [Otl). En dimensión 3 existen
exactamente ocho modelos posibles para tales estructuras geométricas, tres de los cuales (los únicos de
curvatura seccional constante) son los espacios hiperbólico, cuclideo y esférico (cf [Sc], compárese por
ejemplo con [fi]). El de mayor interés es el espacío hiperbólico, ya que las 3-variedades que se pueden
modelar en cualquiera dc las otras siete geometrías están totalmente clasificadas (cf [Sc]).
Una clase más amplia de estructuras geométricas que, como veremos enseguida, interesa considerar
en una 3-variedad, es la formada por las estructuras geométricas cónicas. Diremos que una 3-variedad
cenada M tiene una estructura geométrica cónica si admite una métrica de curvatura seccional constante,
que es singular a lo largo de un nudo o enlace E ci M (aunque existen definiciones más generales, que
admiten la posibilidad de que E sea un grafo). Con más precisión, diremos aquí que M es una 3-variedad
hiperbólica cónica con singularidad un nudo E y ángulo cónico a < 2ir , si cada punto del complemento
de E tiene un entorno isométrico a una bola en el espacio hiperbólico FI~ , y cada punto de E tiene un
entorno isométrico a un abierto del espacio obtenido identificando por rotación los lados de un diedro de





Si la singularidad es un enlace (con más de tina componente conexa), entonces los ángulos cónicos —.
pueden ser distintos en las diferentes componentes, pero la definición es análoga. Por comodidad, en esta
-4,introducción supondremos siempre que la singularidad es un nudo. Las definiciones de variedad esférica
e.
cónica y variedad euclídea cónica son también análogas. —
*4,
La ventaja que presentan las estructuras cónicas con respecto a tas estructuras geométricas no sin- —
eguIares, es que son más flexibles: haciendo variar el ángulo cónico, se las puede deformar de manera —
continua. Esta propiedad las hace útiles para constmir estructuras geométricas (no singulares) en 3- —
variedades cerradas y en orbiformas (“orbifolds” en inglés). Supongamos que una 3-variedad cerrada y —,
a
orientable M contiene un nudo E tal que su complemento M \ E admite una estructura hiperbólica com-
pleta de volumen finito. Se puede intentar deformar esta estructura, para pasar a estructuras hiperbólicas —
cónicas en la variedad M , con singularidad el nudo E y ángulo cónico cada vez mayor. Si se puede —
aumentar el ángulo cónico hasta llegar a 2ir/d, entonces se obtiene una estructura hiperbólica en la orbi-
e
forma Al con singularidad E e isotropía cíclica de orden d . Las cubiertas de M virtualmente regulares —
ramificadas sobre E ([LS]) con índice de ramificación d , si existen, son variedades hiperbólicas (cf. a




Por otra parte, al realizar una deformación de variedades hiperbólicas cónicas, puede ocurrir que
exista un valor critico del ángulo cónico, para el cual las estructuras hiperbólicas cónicas degeneran. —
a
Tiene mucho interés comprender de qué maneras se puede producir la degeneración. Así por ejemplo, —.
el análisis de los tipos de degeneraciones posibles para ángulo menor que ir es una parte esencial de la
anunciada demostración del Teorema de los Orbifolds (cf. [BP], [Ho2], [50K], [Zhfl. El caso de ángulo
e.
cónico > ir es más dificil, pues podrán aparecer fenómenos nuevos que no ocurren para ángulos cónicos
a
< ir : por ejemplo, que el nudo singular se corte a si mismo, convirtiéndose en un grafo, o que sólo se —.
produzca degeneración en una parte de la variedad cónica. Las variedades cónicas de ángulo > ir están
e
aún completamente inexploradas y son dc por sí un objeto interesante de estudio.
a
e.
Es, pues, muy importante conocer ejemplos concretos de familias de variedades cónicas que de- —
generen de diversos modos. Algunos ejemplos se pueden encontrar en las notas de Thurston ([ThuiiD, *
e
en la tesis de Hodgson ([Ho1]), y en los artículos de 1-lilden, Lozano y Montesinos ([HLM1] , [HLMj),
e,
donde se realizan construcciones especialmente detalladas y explicitas. Precisamente el articulo de Hilden, —,
Lozano y Montesinos, Qn a remarkable polyhedror¿ qeometrizir¿q 11w figure eiqhl kn.ot cone-martifolds —











El objetivo del presente trabajo es ofrecer un método general para construir familias continuas
de variedades cónicas con ángulos cónicos < 2ir . En el primer capítulo se describe el método; en los
capítulos tercero y cuarto se demuestra; y en el capitulo segundo se aplica a algunos ejemplos particulares.
El método consiste en obtener explícitamente poliedros de Dirichlet para las estructuras cónicas buscadas,
una vez conocidas las correspondientes representaciones de holonomía. A continuación explicamos el
significado y el alcance de esta frase.
Supongamos que M es una 3-variedad hiperbólica cónica con singularidad un nudo E ci M y
ángulo cónico a < ‘2ir , y sea ‘o C M \ 2 un punto base cualquiera. El complemento del nudo singular,
M \ 2 , es, pues, una variedad hiperbólica, y se puede “desarrollar” en H3 como sigue. Consideremos
su cubierta universal IV! \ 2 , que hereda una estmctura de variedad hiperbólica, mediante levantamiento
de las cadas de un atlas hiperbólico de M \ 2 . Por ser M\2 simplemente conexa, su estructura
hiperbólica se puede describir globalmente, mediante una isometría local D : M\2 —~ , que sc
llama aplicación desarrolladora. En efecto, las restricciones de D a abiertos suficientemente pequeños
de M \ 2 son cartas de un atlas hiperbólico de M\YD . Entonces las transformaciones cubrientes de
la cubierta M\2 se transforman mediante D en isometrias de H3, y esto define un homomorfismo
o representación de holonomia p : wi(M \ 2,ro) —+ lso(H3) . El par formado por la aplicación
desarrolladora D y el homomorfismo de holonomía p es único a menos de la acción de Iso(H3) por
composición y conjugación, respectivamente. La imagen de p , p(iri(M \ Ero)) ci Iso(H3) , se llama
grupo de holonomz’a de M \ 2 . Como M es una variedad cónica de singularidad 2 y ángulo cónico
cx , se tiene que la imagen por p de cualquier meridiano de 2 es una rotación de ángulo a
Si el ángulo cónico es de la forma 2ir/n con rt C N , entonces el grupo de holonomia O =
p&ri (M \ 2, ‘o)) es un subgrupo discreto de lso(H3) , y la variedad cónica M es isométrica al cociente
de H3 por la acción de O (M es una orbiforma hiperbólica, véase por ejemplo [MM]). Si se elige
cualquier punto O de H3 que no quede fijo por ningún elemento de O, entonces se puede definir el
dominio de Dirichlct para O centrado en O, como el conjunto de puntos de H3 que distan menos del
punto base O que de cualquiera de sus imágenes por elementos de O
P= {x CH3 d(r,O) =d(r,gy(O)) , para todo y ciri(IM\2,xo)}
Este dominio de Dirichlet 2 es un poliedro compacto y convexo de fl3, que es un dominio fundamental
para la acción del grupo de holonomía 0. Sus caras se pueden identificar dos a dos mediante isometrías
de O , dando como resultado la variedad cónica M ~ H3/0
Si el ángulo cónico a no es de la forma 2ir/n , entonces incluso aunque el grupo O fuera discreto
(algo imposible si a es una fracción irracional de , y problemático si a es una fracción racional de ir
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pero no de la forma 2~r/n), no tendría sentido hablar de dominios fundamentales para la variedad cónica
Mi ya que M no seria isométrica al cociente de H3 por la acción de O . Sin embargo, en el capitulo III
de esta tesis se prueba que si M es cualquier variedad hiperbólica cónica compacta con ángulo cónico
< 2ir , entonces existe un poliedro hiperbólico compacto 7’ , estrellado en un cierto punto base O e
cuyas caras (en número finito) se identifican dos a dos mediante isometrías hiperbólicas para dar lugar
a la variedad cónica M. Existe un subconjunto finito 1’ dc ir
1 (M \ 2, xo) tal que cada cara de 7’ está
contenida en un plano bisector de la forma
111== {‘ e H
3 ¡ d(x, O) = dQr, p’y(O)) }
donde ‘y e E . Llamaremos a los elementos de Ii’ , facetas propias del poliedro 7’ . Además, si el ángulo
cónico es < ir entonces el poliedro 7’ es convexo y se puede escribir de la forma
7’ {x C H3 1 d(x, O) =d(x, ¡ry(O)) para todo ‘y e E }
Así pues, este poliedro 7’ es una generalización del dominio de Dirichlet de una orbiforma hiperbólica,
y se llamará poliedro de IJirichlet de la variedad hiperbólica cónica M, con centro en el punto O. Los
puntos de 7’ que (tras realizar los pegados de las caras) constituyen el nudo singular 2, se llaman “puntos
singulares” del poliedro de Diriehlet 7’ son una unión de segmentos disjuntos (y posiblemente algunos
puntos aislados> en el borde dc 7’
Un teorema de existencia de poliedros de Dirichlet para variedades hiperbólicas cónicas ha sido ya
enunciado y utilizado (sin dar ninguna demostración completa) por Hodgson (¡Ho
2]), Kojima ([Ko]) y
Zhou ([714). El poliedro de Dirichlet se define, tanto en esos trabajos como en esta tesis, desanollando
en H
3 cl complemento en M de la fraetura (“cut-locus” en inglés) con respecto a un punto base dado,
es decir, el conjunto de puntos z de M que se pueden unir con el punto base ‘o por una única geodésica
que minimice la distancia entre ~ y uo . El capítulo III de esta tesis está dedicado a demostrar con
detalle que de ese modo se obtiene un poliedro compacto con un número finito de caras, que es un
poliedro de Dirichlet. Aunque la idea no es nueva, la demostración no ha sido nunca escrita con detalle.
La demostración que damos aquí tiene la ventaja adicional de proporcionar además una descripción
completa del poliedro dc Dirichlet, que permite constmirlo explícitamente en casos concretos. En el
mismo capitulo III veremos que también existen poliedros de Dirichlet para variedades cuclideas y
esféricas cónicas compactas con ángulo cónico < 2ir . Todo esto justifica la detallada demostración que
ofrecemos aqui.
Dada una variedad cónica (M, 2, cx) , nos planteamos el problema de encontrar un poliedro de
Dirichlet para ella. Para resolver este problema se procede en dos pasos. En primer lugar, se ha de
determinar la representación deholonomía p de (M, 2, a) . La vertiente general de este primer problema
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es el objeto de estudio de varios autores ([CS], [GM] entre otros), y su aspecto computacional aparece
por ejemplo en [Bu], [He], [HLM2], [KI] o [Ri3]. Puede considerarse que el problema está resuelto y
que sólo falta un procedimiento general de cálculo. En esta tesis construiremos poliedros dc Dirichlet de
variedades cónicas (St 2, cx) para las que ya se conozca la representación de holonotnia como resultado
del estudio de estos autores. El segundo paso para obtener el poliedro de Dirichiet de (M, 2, cx) , es
determinar el conjunto finito F de facetas propias. Este es precisamente el problema que se aborda en
esta tesis,
El objetivo ideal seria el siguiente: a partir de la representación de holonomia de una variedad
cónica dada M , determinar (o al menos acotar) el conjunto F de facetas propias de su poliedro de
Dirichlet 7’ centrado en un cierto punto base. Sin embargo, éste es un problema extremadamente dificil,
abierto incluso en el caso de que M sea una orbiforma.
El problema que se resuelve en el capitulo IV de esta tesis es menos ambicioso. Supongamos que
conocemos una familia uniparamétrica de representaciones Pí : iri(M \ 2, ro) —> Iso(H
3) , t c [0,e)
que envian los meridianos dc 2 a rotaciones de ángulo a
1 . Supongamos además que Po es la holonomía
de una estructura hiperbólica cónica en M con singularidad 2 , de la cual conocemos ya su poliedro de
Dirichlet
7’o centrado en un cierto punto base O . Se trata entonces de “deformar” este poliedro 7’o para
obtener poliedros de Dirichlet 7’~ de otras estructuras cónicas próximas, con holonomia p~ , (Este es el
procedimiento utilizado en el articulo [HLM
1] para un ejemplo concreto.)
Una pregunta básica que se plantea, es si existirán realmente tales estructuras cónicas próximas. La
respuestaes afirmativa, y se deduce del Teorema de Cirugía Hiperbólica de Thurston ([Thuj]), demostrado
en [CEOI o [Goil, por ejemplo. Partiremos, pues, de la hipótesis de que estas estructuras existen, y
estudiaremos de qué manera varian suS poliedros de Dirichlet 7’¿
Un problema paralelo (que se puede estudiar como un caso particular de éste, pero que tiene interés
por sí mismo) es el de averiguar cómo varía el poliedro de Dirichlet de una variedad hiperbólica cónica
cuando se cambia la posición del punto base. Decimos que éste es un caso particular del problema de
hallar poliedros de Dirichlet para holonomias próximas a una dada, por el siguiente motivo. Desplazar
el punto base (sin modificar la holonomía) es equivalente a conjugar la representación de holonomía por
una cierta isometria hiperbólica (manteniendo fijo el punto base). Por tanto, la variación del punto base
se puede interpretar como una deformación trivial de la estructura cónica.
La dificultad del problema está en que, en general, los poliedros deformados 7’~ pueden tener
distinto tipo combinatorio que el poliedro inicial
7’o (al contrario de lo que ocurre en el ejemplo, muy
peculiar, del artículo [HLM
1]). Es decir si bien toda faceta propia de
7’o seguirá siendo faceta propia
de 7’~ para 1 suficientemente próximo a O , puede ocurrir que 7’~ tenga más facetas propias que 7’o
5
4,~
Veamos un ejemplo en dimensión 2 . En la figura 2 se muestran dos teselaciones del plano cuclídeo
por los dominios de Dirichlet correspondientes a dos estructuras cuclideas (no singulares) en el toro T2
En la primera, cl grupo de holonomía está generado por dos traslaciones en direcciones perpendiculares:
íí(x, y) = (sc ±1,y) , í2(x, y) = (sc, y + 1) . En la segunda, el grupo de holonomía está generado por
las traslaciones r
1 (sc, y) = (sc + 1, y) y 12(:r, y) = (:r + t, y + 1) , donde 1 > O es pequeño. Se observa
que los poligonos de Dirichlet pasan de ser cuadrados a ser hexágonos, es decir, aparecen dos nuevas
facetas propias.
Para solucionar este problema, le asociaremos al poliedro de Diiichlet inicial 7’~ otro subeonjunto
finito Y0 de ir1 (M \ >2, sto) , algo más grande que el conjunto Fo de facetas propias. Incluiremos ahora
aquellos ‘ye ~r1(M\2«ro) tales que el plano bisector J>I~(ú) = { sc C I{~ d(sc,O) = d(sc, po’y(O)) } no
determine necesanamente una cara de 7’<~ , sino que “bascule” sobre una arista o un vértice no singular
de 7’0 (en ese caso diremos que ‘y es una faceta fantasma de
2o ). Llamaremos a los elementos de Fo
facetas generales de 7’o
—1 —I —~1 —I —1Figura 3 : tas facetas generales son: Ij , 1< , 1~ , 1~ , 1112 , 1I1~ fl 12 ~1 1~
Figura ~
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Pues bien, si fijamos un pequeño entorno U de los puntos singulares de 7’o , entonces fuera de
ese entorno el conjunto de facetas propias de P~ está contenido en el conjunto de facetas generales de
Po , si t está suficientemente próximo a cero (el grado de proximidad necesario depende del entorno
U elegido), cf. teorema 111.2.3. Sin embargo, puede que P~ tenga todavía más facetas propias, que
correspondan a pequeñas caras contenidas dentro del entorno U . Veamos otro ejemplo en dimensión
2 . Pensemos en la orbiforma euclídea cuyo espacio subyacente es la esfera 52 con tres puntos cónicos
de ángulos 2z/3 , 2ir/3 , 2ir/3 (ver figura 4a). El grupo de holonomia está generado por dos rotaciones
P2 de ángulo 2ir/3 . En la figura 4b se muestra una teselación del píano cuclideo por el dominio
de Dirichlet 7’ centrado en el punto medio O entre los puntos fijos de Pi y /)2 , y todos sus trasladados.
Todos los vértices de la teselación son puntos singulares. En este caso las facetas propias coinciden
—1
con las facetas generales (y son Pi , P2 , p
1 Y Pi ), pues recordemos que hemos definido como facetas
fantasma las que basculan sobre vértices no singulares. (Ciertamente se pueden también considerar en
este caso facetas “fantasma” que basculan sobre vértices singulares, véase la figura 6 más abajo; enseguida
comentaremos la dificultad que plantea el considerar ese tipo de facetas “fantasma” en general.)
2í/3
2<3 2í/3
E qura 4a Figura .4b
Vamos ahora a desplazar ligeramente el punto base O , de modo que ya no esté en el segmento que
une los puntos fijos de pi y P2 . Como ya hemos dicho, esto se puede interpretar como una deformación
trivial de la estructura cónica (la holonomia queda conjugada por una pequeña traslación). En la figura
5 se muestra la nueva teselación del píano cuclideo por los correspondientes dominios de Dirichlet. Se
observa que han aparecido dos caras nuevas cerca de un vértice singular, que no corresponden a ninguna
faceta general del dominio inicial (aunque corresponden a facetas “fantasma” que basculan sobre ese
vértice singular).
7
Lo natural sería, pues, ampliar aún más el conjunto de facetas generales de 7’o , añadiéndole todas
las facetas “fantasma” que basculan sobre aristas o vértices singulares. Si el ángulo cónico es de la fonna
2ir/n (como en este ejemplo), entonces hay una cantidad finita de planos bisectores que basculan sobre
un punto singular. Sin embargo, en general existen infinitos; por ejemplo cuando el ángulo cónico es una
fracción irracional dc ir (no está claro qué ocurre cuando el ángulo cónico es una fracción racional de ir>.
Por ello, no se deben considerar todas las facetas “fantasma”, sino seleccionar un subeonjunto finito
bien definido de ellas, que llamaremos facetas singulares. Este conjunto finito de facetas singulares se
puede calcular de manera efectiva a partir del poliedro 7’o
Pues bien, si t está suficientemente próximo a O , entonces el conjunto de facetas propias de P~
está contenido en la unión de los conjuntos de facetas generales y singulares de 7’o , cf teorema IV.3.2.
Como hemos dicho antes, estos conjuntos son calculables de modo efectivo a partir del poliedro 7’o
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construir los poliedros de Dirichlet de estructuras cónicas próximas a una dada.
De hecho, todos estos resultados proporcionan (en la sección 4 del capitulo IV) un algoritmo efectivo
para construir poliedros de Dirichlet correspondientes a representaciones de holonomia suficientemente
próximas a una dada (aunque el algoritmo no determina de manera explicita el grado de proximidad).
Como consecuencia se obtiene además una demostración constructiva, para este caso particular, del
teorema más general que afirma (hablando vagamente) que toda representación próxima a la repre-
sentación de holonomia de una estructura geométri ca, es también la holonomía de alguna estructura
geométrica. Este teorema fue enunciado en su mayor generalidad por Thurston ([Thui], §5.3.1) y de-
mostrado de diferentes maneras por Canary-Epstein-Oreen ([CEO]) y Goldman ([Go1]) entre otros (véase
[Gol] para una lista más completa de referencias).
En efecto, supongamos que M es una 3-variedad cerrada y E es un nudo contenido en M , y
supongamos que tenemos una familia continua de representaciones Pi de íi(M \>2) cii lso(H
3) , tal que
Po es la holonomía de una estructura hiperbólica cónica (M, 2, cxo) ,y tal que Pi envía los meridianos de
2 a rotaciones de ángulo cx
1 . Queremos ver que existen estructuras hiperbólicas cónicas (M, 2, a1)con
holonomia p~ , y hallar poliedros de Dirichlet P~ para ellas. Esto se consigue con el siguiente algoritmo:
Fase 1:
(1) Se parte de un poliedro de Dirichlet po para la estructura hiperbólica cónica inicial de holonomia
Po y se calculan sus facetas generales y singulares.
(2) Para 1. suficientemente próximo a O , se determinan los planos bisectores correspondientes a las
facetas generales de
7’o . Con ellos, se construye de manera explícita un poliedro P~ . (Si el ángulo
cónico es < ir , P~ no es más que la intersección de todos los semiespacios correspondientes a las
facetas generales de 7’o .)
(3) Se truncan algunos vértices o aristas de P~ . Este truncamiento es canónico al prescribir que las
caras del poliedro truncado Q
1 se han de identificar dos a dos mediante isometrias hiperbólicas, para
dar lugar a una estructura hiperbólica en el complemento de un entorno tubular U de la singularidad
(el borde de ti está formado por las nuevas caras aparecidas en Qí al realizar el truncamiento).
Con esto se ha probado ya, de manera constructiva, que Pi es la holonomia de una estructura hiperbólica
en M\U . Esto es un caso particular del teorema general antes mencionado (“representaciones próximas
a una holonomía son también holonomías”), y constituye una parte del Teorema de Cirugía Hiperbólica
de Thurston.
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Un argumento idéntico al empleado por Thurston en su Teorema de Cirugía Hiperbólica, demuestra
que existe una estructura hiperbólica cónica (M,Z, at) que extiende a la estructura hiperbólica en M\ U
definida por el poliedro truncado Q~ . Conocida, pues, la existencia de esta estructura cónica, veamos
cómo construirla mediante el algoritmo. Denotemos por P~ el poliedro de Dirichlet de esta estructura
conica. Lógicamente P~ es una extensión de Q~ . Por tanto, 1% se obtiene reemplazando las pirámides y
prismas antes truncados de 7’~ , por otros poliedros que, pegados entre si unos con otros por isometrías
producen el entorno U de la singularidad que antes faltaba. Las nuevas caras de estos poliedros añadidos,
necesariamente corresponden a facetas singulares de Po Por tanto, P~ se ha de obtener a partir de 7’~
truncándolo por ciertas facetas singulares. Como no sabernos exactamente por cuáles, la segunda fase
del algoritmo para construir P1 consiste en probar todas las posibilidades:
Fase 2:
(4) Se trunca el poliedro ~L de todas las maneras posibles por píanos bisectores correspondientes a
facetas singulares de 7’o . Como en total hay un número finito de facetas singulares, sólo existe un
número finito de posibilidades.
(5) Se obtiene así un número finito de poliedros. Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se
identifican dos ados mediante isometrías hiperbólicas para dar lugar a la estructura cónica (Al, 12, a~)
deseada. Ya sabemos (por el argumento de fl¡urston antes mencionado) que ha de existir uno que
verifique esta condición, y ése es el poliedro de Dirichlet buscado PL . (Según un teorema de
Hodgson-Kerckhoff [HK] sobre rigidez de variedades hiperbólicas cónicas , será además único.)
En ejemplos concretos, el algoritmo se simplifica si se dispone de información adicional sobre los
poliedros de Dirichlet (por ejemplo, sobre sus simetrías), y por inspección directa de los poliedros.
El mismo algoritmo sirve también paradeformar unaestructura esférica cónica a estructuras esféricas
cónicas próximas, o para defonnar una estructura cuclidea cónica a estructuras cuclideas, hiperbólicas o
esféricas próximas (partiendo siempre de la hipótesis de que se pueda deformar, a nivel puramente alge-
braico, la representación de holonornia). Este último resultado es una parte del teorema de regeneración
de estructuras cuclideas cónicas demostrado por Porti ([Po]); aquí se hace de modo constructivo.
Este procedimiento se aplica en el capitulo II de la tesis, para construir algunos ejemplos concretos
en los que la variedad cónica es la esfera S3 y la singularidad es un nudo o enlace de dos puentes. Se
dice que un nudo o enlace >2 ci 53 es de dos puentes (o racional,) si admite una proyección que sólo
tiene dos máximos locales y dos mínimos locales (ver figura 7).
1 Aquí es necesario hacer una cierta matización; véase la observación IV.4.3
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Figura 7 : un nudo de dos puentes.
En particular, los enlaces de dos puentes tienen exactamente dos componentes. Estos nudos y enlaces
han sido estudiados y clasificados completamente por Schubert ([SbJ). Se llaman también nudos o
enlaces racionales, porque se puede asociar a cada número racional p/q un nudo o enlace de dos puentes,
representado como muestra la figura 8.
Denotaremos por [p/q] el nudo o enlace racional asociado al número p/q ; [p/q]
es impar, y un enlace si p es par. La clasificación de Schubert dice que [p/q] y [p’/q’]
nudos o enlaces no orientados) si y sólo si p = p’ y q~’ q’ mod p.
es un nudo si p
coinciden (como
El amplio conocimiento que se posee sobre los nudos y enlaces de dos puentes, facilita en gran
medida el estudio de las estructuras cónicas en 53 que tienen como singularidad uno de estos nudos
o enlaces. Por una parte, el espacio de representaciones del grupo fundamental de su complemento,
~ri(S3 \ ~p/q~) , en PSL(2,C) Iso$H3) , es bien conocido y computable en la práctica (cf. [Bu],
[I-ILM
2]). Por otra parte, sc sabe que siempre existe una estructura de orbiforma esférica en 53 con
singularidad cualquier nudo o enlace racional y ángulo cónico igual a rr (cf. [Sb]). Esta estructura se
conoce bien y posee un dominio de Dirichlet muy sencillo. Por tanto, siempre se tiene asegurado un
punto de partida para comenzar la construcción de poliedros de Dirichlet deformados. Además, ya para
un enlace tan simple como el enlace de Whitehead (o enlace racional [8/3], ver figura 9), se producen
Figura 8 : el nudo racional [5/3].
ji
muchos tipos distintos dc degeneraciones interesantes. Sin embargo, si bien el método es potencialmente
aplicable a cualquier nudo o enlace racional, las dificultades computacionales que aparecen en la práctica
son insuperables salvo en los casos más sencillos.
De los ejemplos que se construyen con este procedimiento en el capítulo II de esta tesis, destacamos
aquí los dos en que se producen degeneraciones en estructuras geométricas no euclideas:
• Una fanúlia de estructuras hiperbólicas cónicas en la variedad obtenida por cirugía de Dehn de tipo
o en el nudo de a ocho, con singularidad el ánima de la cirugía y ángulo cónico que varia entre O y
2ir. Cuando el ángulo cónico se hace igual a 2í, se produce una degeneración en una geometría de
*
tipo Sol.
• Una familia de estructuras esféricas cónicas en Y , con singularidad el enlace de Whitehead y
ángulo cónico constantemente igual a ir en una dc las componentes del enlace. El ángulo cónico
a en la otra componente varia entre w y <2 , y cuando a se hace igual a <2 se pmduce una
degeneración en una orbiforma Nil.
El nudo de a ocho El enlace de. Wliite.head
Figura 9
Aparecen además de manera natural nuevos modelos para las geometrías Sol y Nil (también encontrados
independientemente por E. Molnár rMolj y por B. ‘Riel [Thi]), quepermiten pasar con continuidad de cada
una de estas familias de estructuras cónicas a la estructura geométrica límite (Sol o Nil, respectivamente),
mediante un adecuado cambio de escala,
Para construir estos ejemplos ha sido imprescindible utilizar el programa Mathematiea, debido a la
magnitud y complicación de los cálculos involucrados.
Finalmente, en las secciones 1 y 2 del capítulo 11 de la tesis se estudian otras estructuras singulares
en el nudo de a ocho, que aparecen de modo natural, pero no se conocen bien y son nuevas en la literatura.
Se trata de estructuras proyectivas reales en Y ,singulares en el nudo de a ocho, cuyo grupo de holonomía
está contenido en PSO(2, 2) , el grupo de transformaciones proyectivas de RE>3 que preservan la forma
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cuadrática ng + s4 s4 — sc~ . Ahora bien, el grupo ortogonal SO(2, 2) es el grupo de isometrias de la
pseudoesfcra S~ = { (ro, z1,sc2,sc3) GR4 ¡¿±4—sc~ —4 = —1 } ,que es una variedad de Lorentz
de curvatura constante (cf [O’N]). Por tanto, se puede dar otra interpretación distinta a las estructuras
proyectivas reales antes mencionadas, en términos de métricas de Lorentz. Concretamente, se puede
descomponer ~3 en dos bolas, tales que en el interior de cada una de ellas está definida una métrica de
Lorentz de curvatura constante, que tiene una “singularidad” (análoga a la de una variedad nemanníana
cónica) en los arcos del nudo de a ocho contenidos dentro de cada bola.
El hecho de que aparezcan de modo natural, además de las ocho geometrias de Thurston, otras
geometrías semí-riemannianas, motivó la búsqueda de una fórmula dc Schláfli para calcular el volumen
de poliedros contenidos en hipercuádricas semi-riemannianas (tales como la pseudoesfera S~). En la
sección 3 del capitulo 11 se obtiene esta fórmula y en las secciones 4, 5 y 6 se muestran otras aplicaciones
de ella en contextos diferentes.
Resumiendo, los principales resultados obtenidos en esta tesis son los siguientes:
— Se da una demostración completa de la existencia dc poliedros de Dirichlet para variedades cónicas
(hiperbólicas, esféricas o euclideas) con ángulos cónicos <2ir
— Se describe de modo general la variación de los poliedros de Dirichlet cuando se deforma una
estructura cónica dada.
— Como consecuencia, se obtiene un algoritmo general para construir familias continuas de estructuras
cónicas (con ángulos <2n} en una 3-variedad, una vez conocidas las correspondientes representa-
ciones de holonomía, y conocido un poliedro de Dirichlet para un valor concreto del ángulo cónico.
— Se aplica este método a varios ejemplos particulares, que permiten visualizar degeneraciones de
estructuras hiperbólicas o esféricas cónicas en otras estructuras geométricas de distinto tipo (Sol o
Nil).
— Se observa la aparición, de manera natural, de nuevas estructuras geométricas con holonomia semi-
riemanniana, lo cual lleva a demostrar una fórmula de Schlátli para el volumen de poliedros en
hipercuádricas semi-riemannianas.
Otros ejemplos interesantes que se espera poder estudiar en un futuro próximo, con las técnicas desarro-
lladas en la tesis, son:
— una familia de estructuras hiperbólicas cónicas en con singularidad el enlace de Whitehead, que
degeneran en una estructura PSL(2, R)
— una familia de estructuras esféricas cónicas en 53 con singularidad el nudo de a ocho y ángulo
cónico mayor que ir. (Se espera que ocurra algún tipo especial de degeneración cuando el ángulo
I3
cónico se haga igual a 4~r/3 , y seda muy interesante poder comprenderla).
Quedan abiertos los siguientes problemas, más dificiles:
— Describir de modo general el poliedro de Dirichlet de una variedad cónica directamente a partir de
su holonomía, sin necesidad de realizar deformaciones.
— A la vista de los ejemplos de degeneraciones que se estudian en esta tesis, abordar el problema in-
verso, de “regeneración” de estructuras Sol, Nil o PSL(2, il) (cf. [Hoij). Es decir, partiendo de una
de estas estructuras geométricas, estudiar la posibilidad dc aproximaría por estructuras hiperbólicas
cónicas. Para ello, se espera que puedan ser útiles los modelos de Sol y Nil que aparecen en la tesis,
y que la regeneración de las estructuras Sol y Nil se pueda hacer de ¡nodo análogo a la regeneración
de estructuras cuclideas vista aqui.
Para finalizar, comentamos brevemente la estructuración de la tesis. En el capitulo ¡ se exponen
algunos resultados conocidos sobre estructuras cónicas en la esfera ~3 con singularidad un nudo o enlace
de dos puentes, y se describe el procedimiento de construcción de poliedros de Diriclilet para familias
continuas dc estructuras cónicas. En el capitulo II se muestran los ejemplos concretos construidos
mediante este procedimiento. En e! capitulo III se demuestra la existencia de poliedros de Dirichlet para
variedades cónicas con ángulos < 2ir . En el capitulo IV se estudia la variación de un poliedro de Diriehlet
dado, al realizar deformaciones, y se demuestra la generalidad del procedimiento descrito en el capítulo
1. Por último, en el capítulo V se describen las nuevas estructuras con holonomía semi-riemanrnana, y se
prueba la fórmula de Schláfli para hipercuádricas sernx-nemannlanas.
14
Capítulo 1
UN NUEVO MÉTODO DE CONSTRUCCIÓN DE
ESTRUCTURAS CÓNICAS EN NUDOS O ENLACES DE
DOS PUENTES
INTRODUCCION
En este primer capitulo se exponen algunos resultados conocidos sobre estructuras cónicas (hiper-
bólicas, euclideas o esféricas> en la esfera S~ , con singularidad un nudo o enlace de dos puentes y ángulo
cónico cx <ir , y se describe de modo general el nuevo método que se usará en el capítulo siguiente para
construir explícitamente algunos ejemplos concretos de dichas estructuras cónicas.
2w
Dado un nudo o enlace racional no toroidal jp/q3, se conjetura que existe un cierto valor ah ci ~—, ir)
3
(que depende del nudo o enlace), tal que 53 tiene una estructura de variedad cónica con singularidad
jp/q] y ángulo cónico a (igual en ambas componentes, si fp/q] es un enlace), que es:
• hiperbólica si O < a < aj,
• euclídea si a aj~ ; y
• esférica si CYI~ < cx ir.
De hecho, del estudio de las representaciones de ir
1 (S
3 \ [p/qj)en SL(2, C) (cf. [Bu], [HLM
2]) se
deduce que, fijado un nudo o enlace jp/q) , no pueden existir estructuras hiperbólicas cónicas en Y
con singularidad Ip/q] y ángulo cónico arbitrariamente próximo a ir . Los argumentos utilizados en
la demostración del Teorema de los Orbifolds (cf [BP], [Ho2], [Zh]) llevan entonces a la conclusión
de que existe cx;~ ci f—, ir) (dependiente del nudo o enlace [p/q]) tal que para cada a ci (O, a;,) , Y
admite una estructura de variedad cónica con singularidad (p/qI y ángulo cónico a, que es hiperbólica
si O < cx < a~ y cuclidea si cx = a~. . Además, existe un e > O (también dependiente de {p/q3) tal
que para todo a ci (ah, a~ + e) 53 tiene una estructura esférica cónica con singularidad [p/q3y ángulo
cónico a (cf. [Po]). También se sabe que 53 siempre tiene estructura de orbiforma esférica (“orbifoid” en
inglés), con singularidad de ángulo ir en cualquier nudo o enlace racional ([Sb]; comparar [Con), [Mo2]).
Por otra parte, hasta ahora la única construcción explícita de una de estas familias uniparamétricas de
estructuras cónicas en un nudo racional, es la contenida en el articulo de Hilden, Lozano y Montesinos,
“On a remar/cable po¿yhedron geometrizing Ihe figure eight knot cone-manifolds” (JjHLM1]), del que
Io
arranca esta tesis. lEn ese articulo se describen, mediante poliedros concretos, las estructuras geométricas
cónicas en el nudo de a ocho, con ángulo cónico entre O y ir
El objetivo de este capitulo es proponer un método distinto para construir estas estructuras cónicas
en nudos o enlaces racionales, que presenta la ventaja de ser aplicable con mayor generalidad. Con
este nuevo método, en el capítulo II reaiizaremos de nuevo, desde el principio, la construcción antes
mencionada del articulo [HLM1], y construiremos además otros ejemplos de estructuras cónicas en el
enlace de Whitehead (o enlace racional [8/3]) para diversas familias de ángulos cónicos. El método
es general, y potencialmente aplicable a todos los nudos o enlaces de dos puentes Sin embargo, en
casos más complicados que los descritos en el próximo capitulo, las dificultades computacionales son
prácticamente insuperables.
El método consiste en construir explicitamente poliedros de Dirichlet para las estructuras cónicas
que se buscan, a partir de las correspondientes representaciones de holonomia.
Para explicar esta frase, vamos a pensar primero sólo cii las estructums hiperbólicas cónicas,
Recordemos primero algunas definiciones preliminares, bien conocidas (cf. [MM] o [Thu2]). Suponga-
mos que M es una 3-variedad hiperbólica cónica con singularidad un cierto enlace 12 ci M y ángulo
cónico a < 2ir . Entonces el complemento del enlace singular, Al \ 12 , es una variedad hiperbólica. Se
puede encontrar, pues, un atlas modelado en , formado por cartas ~ EL -e H
3 cuyos dominios
recubren M\12 , tales que el cambio de coordenadas styk’ entre dos cartas cualesquiera es la restricción
de una isometria hiperbólica. Si pensamos en la cubierta universal de M\12 , AS ,como el espacio de
clases de homotopia dc caminos en Al \ 12 que comienzan en un punto base dado sco , entonces podemos
definir una aplicación 1) : M\12 -e como sigue. Fijamos primero una carta inicial 9% : Uo —~
que contenga al punto base sc
0 . Dado un camino y Cfi M \ 12 que empieza en sto , lo recubrimos por una
cantidad finita de cartas U0,... tJ~, , comenzando siempre por la carta inicial fijada, y de manera que
cada carta se solape con la siguiente. Podemos “ajustar” la segunda carta ~ : U1 -e fl
51 , componiéndola
con una isornetría de U3 , de modo que coincida con la primera carta en la intersección de sus dominios.
Repitiendo el proceso sucesivamente para las restantes cartas, podemos “prolongar analiticamente” la
carta inicial 9% a lo largo del camino ‘y , hasta llegar a una última carta ~‘,. . Definimos entonces la
aplicación D : M\12 —÷ E3 de modo que la imagen por D de la clase de homotopía del camino -y.
coincida con la imagen del extremo de ‘y por la carta final a’,, . Se puede probar que fi) está bien definida
y es un homeomorfismo local. Se llama aplicación desarrollad ora de la variedad hiperbólica Nf \ 12 , y
está definida a menos de composición con una isometría de U3 (dependiendo de la carta inicial elegida).
En particular, si el camino ‘y es cerrado, entonces tanto la carta inicial 9% : U
0 —* como la carta
final 9% tJ~, —* U
3 contienen al punto base sc
0 . El cambio de coordenadas 9%~¿í es restricción de una
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¡sometriahiperbóliea~ . Laaplicación p iri(M\12,sto) —> Iso(H5) que alaciase de homotopia de’y
le asocia la isometria ~ es un homomorfismo bien definido y se llama homomorfismo dc holonom’ía
de la variedad M \ 12 . Está definido a menos de conjugación por una isometria dc RS . Su imagen
p(iri (114 \ 12, st
0)) c lso(H
5) se llama grupo de holonomía de Al \ 12 . El hecho de que M sea una
vanedad cónica con singularidad 12 , implica que p envia los meridianos de las componentes de 12 a
rotaciones de H3 , cuyos ángulos son los correspondientes ángulos cónicos.
Elemplo: aplicación des arrolladora para un loro cuclideo.
Si todos los ángulos cónicos son de la forma con n e N , entonces el grupo de holonomía
n
o p(iri (M \ 12)) es un subgrupo discreto de Iso±(fl3) y la variedad cónica M es de hecho una
orbiforma hiperbólica, isométrica al cociente de H5 por la acción de O (cf [MM]). Si se elige cualquier
punto O de H2 que no quede fijo por ningún elemento de O, entonces se puede definir el dominio de
liiriehlet para U centrado en O,
p { st c R5 ¡ d(st, O) =d(st, g(O)) para todo g ci U}
Este dominio de Dirichlet F es un poliedro compacto y convexo de H3, que es un dominio fundamental
para la acción del grupo de holonomía O. Sus caras se pueden identificar dos a dos mediante isometrías
de U dando como resultado la variedad cónica M R3/U
Ahora bien, en el capítulo III probaremos que para cualquier variedad hiperbólica cónica compacta
M cuyos ángulos cónicos sean todos < 2ir ,se puede encontrar un poliedro hiperbólico compacto P (con
un número finito de caras), cuyas caras se identifican dos a dos mediante isometrias hiperbólicas para
dar lugar a la variedad cónica M. Este poliedro se define desarrollando en E3 el complemento en M
de la f’ractura (“cut-locus” en inglés) con respecto a un punto base dado. Además, si todos los ángulos
cónicos son < ir , entonces cl poliedro P es convexo y se puede escribir de la forma
P = { st ci H3 ¡ d(st, O) =d(st, pg(O)) para todo g E E }
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donde O ci H5 es el punto base de P , E es un cierto subconjuulo finito de ir
1 (Al \ >2) y p es la
holonomía de Al \ 12 . Por tanto, este poliedro F es una generalización del dominio de Dirichlet de
una orbifonna hiperbólica, y se llamará poliedro de Dirichíel de la variedad hiperbólica cónica Al, con
centro en el punto O.
Un teorema de existencia de poliedros de Dirichlet para variedades hiperbólicas cónicas ha sido ya
enunciado y utilizado (sin dar ninguna demostración completa) por Hodgson ([Ho2]), Kojima (¡Ko]) y
Zhou ([Zh]). Como hemos dicho antes, el poliedro de Dirichlet se define, tanto en esos trabajos como en
el capitulo III de esta tesis, desarrollando en H
5 el complemento en Al de la fraetura o “cut-locus” con
respecto a un punto base dado. El capítulo III de esta tesis está dedicado a demostrar con detalle que de
ese modo se obtiene un poliedro compacto con un número finito de caras, que es un poliedro de Dirichlet.
Aunque la idea no es nueva, la demostración no ha sido escrita nunca con detalle. La demostración que
damos aquí tiene la ventaja adicional de proporcionar además una descripción completa del poliedro dc
Dirichlet, que permite construirlo explícitamente en casos concretos. En cl capitulo III veremos también
que existen poliedros de Dirichlet para variedades cuclídeas y esféricas cónicas compactas con todos los
ángulos cónicos < 2ir . Todo esto justifica la detallada demostración que ofrecemos aqui.
El poliedro de Dirichlet E> es, pues, el conjunto de puntos que distan del punto base O menos que de
cualquiera de sus imágenes p’y(O) por un cierto subeonjunto finito 1’ de irí(S3 \ [p/q]) . En la hipótesis
de que exista una estructura geométrica cónica en 53 con singularidad [p/q] , nos planteamos el problema
de encontrar un poliedro de Dirichlet E> para ella. El primer paso es determinar la representación de
holonomía de la hipotética estructura geométrica cónica. El segundo paso es determinar el subconjunto
finito E de ir¡(S%[p/q]) que sevaautilizarparadefinirel poliedro E>. Vamos acxaminaracontinuación
cada uno de estos dos pasos.
Determinación de la representación de holonornía.
Supongamos en general que M es una 3-variedad orientable con una estructura cónica hiperbólica,
cuclídeao esférica, de singularidad un enlace 12 c M y denotemos por X el espacio modelador
14i E
3
o Y, respectivamente. Denotemos por lso±(X)el grupo de las isometrías que preservan la orientación,
es decir, lso~(H5) Y l-’SL(2, C) , Iso~(E5) R3 ~< SO(S) , y íso~(S~) Y 50(4) . Denotemos
por Iso~(X) su cubierta universal, es decir, Jso~(H5) SL(2, G) , Iso~(E5) a~1 ~< 511(2)
y Iso~(S~) Y SU(2) >< SIJ(2) . Entonces el homomorfismo de holonomía de M \ >2 , ,o: irí(M \ 12) -e
Iso±(X) , se levanta a una representación ~3: iri(M \ 12) —Á iso±(X)([Cu], ver también [CM]). Por
tanto, en el caso cuclídeo, cíhomomorfismo j: irí(M\12) IsWYE5) tiene asociadaunarepresentación
de irj (M\12) en SU(2) < SL(2,C) . En el caso esférico, el homomorfismo ¡~: ir~ (M\E) — iI=(s~)
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da lugar a un par de representaciones (p’, P2) de ir1 (M \ 12) en SU(2) < SL(2, C) . En resumen, las
holonomías de las hipotéticas estructuras hiperbólicas, cuclídeas y esféricas se pueden detectar todas ellas
dentro del espacio de representaciones de ir1 (M \ 12) en SL(2, C) . Esta es una idea de Hilden, Lozano
y Montesinos ([HLM4j), empleada por Porti en [Po].
En consecuencia, para encontrar el homomorfismo de holonomia p , es útil poder determinar el
espacio de representaciones del grupo fundamental del complemento de la singularidad, z¡(M \ 12) , en
SL(2, O) (a menos de conjugación). Este espacio está a su vez íntimamente ligado al llamado “espacio
de caracteres” de representaciones de iri(M \ 12) en SL(2, O> . De hecho, “casi” existe una biyección
entre ambos : en muchos casos un punto del espacio de caracteres determina unaúnica representación de
iri(M\12) en SL(2,C) ,amenos de conjugación (cf jjí más abajo). Una vez elegido un conjunto finito
de generadores de ir> (M \ 12) , el espacio de caracteres se puede identificar con un conjunto algebraico
cerrado dentro de un cierto Ctm (cf [CS]; véase también una construcción explicita en [GM]).
Para el caso en que M — Y y 12 es un nudo o enlace racional Lp/q], el espacio de caracteres
de representaciones de iri(8
5 \ jp/q]) en SL(2,C) es bien conocido (cf [Bu] y [LILM
2]),y se puede
determinar mediante un proceso recursivo descrito en [Bu] y [HLM=[,e implementado ya en un progrann
de ordenador por Hilden, Lozano y Montesinos, En la sección 1 de este capitulo se hace un resumen de
algunos resultados conocidos sobre el espacio de caracteres de un nudo o enlace racional.
Una vez calculado el espacio de caracteres, todavía hay que decidir qué puntos corresponderán a las
holonomías de las estructuras cónicas buscadas. Por unaparte, se sabe que laholonomia de una estructura
cónica envía los meridianos del nudo o enlace singular a rotaciones, de ángulos los correspondientes
ángulos cónicos. Por otra parte, la estructura de orbiforma esférica de ángulo ir en cualquier nudo o
enlace racional es bien conocida, y se puede detenninar el par de representaciones de ir1 (53 \ jp/qj) en
SU(2) que le corresponden. Con esta información es posible detectar fácilmente los puntos del espacio de
caracteres que corresponden a representaciones de holonomia de hipotéticas estructuras cónicas, siguiendo
una idea de Hilden, Lozano y Montesinos ([HLM4]). (Un procedimiento más general, pero menos práctico
en el caso de dos puentes, es el desarrollado en 1982 por Riley (IRi2]), y empleado en [HLM2] con el
nombre de “test dc Sliiníizu”). En el caso de un nudo racional, el espacio de caracteres es una curva
algebraica afin en 02 , y los puntos que corresponden a hipotéticas holonomías fonnan una “rama” de
esta curva, que denominamos “rama excelente” (cf [HLM2], [PI2]). Cada valor del ángulo cónico a
2w
entre O y ir tiene asociado un par de puntos de esta rama. Existe un valor aj, ci [—, ir) tal que:3
• si O <a <ah , los puntos dcl par asociado a a son conjugados, y’ corresponden a dos representa-
ciones conjugadas en SL(2, O) (que son las holonomias de dos hipotéticas estructuras hiperbólicas
cónicas que sólo difieren en la orientación);
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• si a a.~, , los puntos del par asociado a a coinciden, y corresponden a una representación en
SU(2) (que es la parte de rotación dc la holonomía de una hipotética estructura cuclídea cónica);
• si aj~ < a ir , los puntos del par asociado a cx son reales y distintos, y corresponden a dos repre-
sentaciones en SU(2) . Ordenándolas de las dos maneras posibles, se obtienen dos representaciones
en SU(2) x SU(2) (que son las holonomias de dos hipotéticas estructuras esféricas cónicas que sólo
difieren en la orientación).
Finalmente, tenemos que pasar de puntos del espacio de caracteres a representaciones de ir1 (S~ \
(p/q]) en 513(2, C) . Esto se hace en la sección 2 de este capítulo. Ahora bien, en cl caso hiperbólico
(es decir, cuando O < a < a1), nos interesa construir los poliedros de Ditichlet hiperbólicos dentro del
modelo proyectivo (de Kleín) de }J3 , el más cómodo para este fin porque en él los planos hiperbólicos se
ven como planos cuclideos. Por ello, en la sección 3 expresamos las holonomias hiperbólicas calculadas
en la sección 2, como representaciones en la componente de la identidad del grupo 80(3, 1)
Más en general, para cualquier valor a del ángulo cónico entre 1) y ir , nos interesa expresar la
hipotética holonomía correspondiente, como una representación de ir1 (55 \ [p/q])en un subgrupo de
CL(4, R) : en la componente de la identidad del grupo 50(3,1) si O < a < aj, ; en el grupo de
isometrías cuclídeas si a a’, ; y en 50(4) si a;, < a ir . En la sección 4 dc este capítulo se explica
cómo hacer esto de manera automática.
Determinación del poliedro de Dirichlet.
El estudio de este punto, en un contexto general, se realiza en los capítulos III y IV de esta tesis.
En la sección 6 dc este capitulo se anticipan y explican algunos de los resultados que se probarán más
tarde, ilustrándolos con ejemplos. En general, a partir de la holonomia de una variedad cónica conipacta
concreta, no podremos determinar el subeonjunto finito 1’ G ir1 (M \ 12, sto) que proporciona el poliedro
de Dirichlet E> con centro en un punto dado O (éste es un problema abierto muy interesante, pero dificil).
Sin embargo, partiendo de una holonomia con un poliedro de Dirichlet conocido, podremos “deformar”
ese poliedro para obtener poliedros de Dirichlet para otras holonomias próximas. En el caso de un nudo o
enlace de dos puentes, tenemos asegurado un punto de partida: el dominio de Dirichlet para la estructura
de orbiforma esférica de ángulo ir que se describe en la sección 5, y que segurameiÉe era conocido ya
por los primeros geómetras que trataron estos temas: Tietze, Reidemeister, Seifert, Threlfall, cte. (véase
por ejemplo la sección dedicada a los espacios lente en el libro [ST]).
Finalmente, en la sección 6 se enuncian algunas propiedades útiles de los poliedros de Oiriehlet,
relacionadas con sus simetrías y con las identificaciones de sus vértices y aristas, que facilitarán las
construcciones del capítulo II.
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1. EL ESPACIO DE CARACTERES DE REPRESENTACIONES EN 513(2, C) DEL
GRUPO DE UN NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES
Vamos a comenzar enunciando algunos resultados generales sobre el espacio de representaciones de
un grupo finitamente generado II en 813(2, C) , que se pueden encontrar en el articulo de Culler y Shalen
jCS]. Nada de lo expuesto en esta sección es novedoso.
Denotemos por I«~) Hom(I1, SL(2, C)) el espacio de todas las representaciones de U en
SL(2, C) . Si 91, , g,. es un conjunto finito de generadores de 1] , entonces 11(H) se puede ver como
un conjunto algebraico afin en
Se define e] carácter de una representación p ci R(Fl) como la función y8 : [1 C dada por
xp(9) tr(p(g)) . Evidentemente, representaciones conjugadas tienen el mismo carácter.
La propiedad importante es que los caracteres de representaciones de U en 513(2, C) se pueden iden-
tificar con los puntos de un conjunto algebraico. En efecto, definamos para cada y E fi una aplicación
11(11) — C por ~-0(p)= tr(p(g)). Sea T el anillo generado por todas las funciones Tq , (7 ci U.
Entonces el anillo §13 está finitamente generado ([CS], Prop. 1.4.1). De hecho, si Qí y,. es cualquier
conjunto finito de generadores de U , entonces toda ‘7~~ se puede escribir como un polinomio con coefi-
cientes racionales en las variables
Tq 1< i < n;r
4,9, ,1 Si <1=n;y Tq,g,g~, ,1= i
([HLM2]). Sea ahora l¿~ lt~, un conjunto finito de elementos de FI tales que ~ 11¾,.generan T
(por ejemplo, h1,.. , h,,, pueden ser todos los productos de hasta tres generadores distintos de U). Defi-
namos una aplicación t R(fl) — C”’ por 1(p) = (tr(p(hi)),.. . ,tr(p(hrn))) , y sea X(fl) = t(R(H))
su imagen. Entonces X(U) G C~’ es un conjunto a[gebraico cerrado ([CS], Cor. 1.4.5). y existe una
biyección natural entre X(H) y el espacio de caracteres de representaciones de 11 en 813(2, C) . Aunque
X(H) depende de la elección de los elementos í, ... , hm tales que ‘rh1 i-j,,~ generan T , la biyección
natural entre los X(fl) correspondientes a dos familias distintas de tales elementos, es un isomorfismo
de conjuntos algebraicos. Por tanto, X(U) está bien definido a menos de isomorfismo canónico, y se
llamará espacio de caracteres del grupo III
Como representaciones conjugadas tienen el mismo carácter, la aplicación t : R(U) — X(H) Ci C”’
induce una aplicación 1 del espacio de clases de conjugación de representaciones de 11 en 513(2, C) (que
denotaremos R(H) = R(FI)/SL(2, C)) en el espacio de caracteres X(U) . Aunque esta aplicación no
es ínyectiva, su restricción al subconjunto de las representaciones irreducibles lo es. (Una representación
p E fi(H) es reducible si todos los elementos de pQll) tienen un autovector común. En panicular, toda
representación abeliana es reducible). Pues bien, si p y son dos representaciones de 11 en 513(2, C)




Por otra parte, p Ci 1?4f1) es una representación reducible si y sólo si tr(p(q)) = 2 para todo
elemento g del subgrupo de conmutadores 1fl~] ([CSJ. Con 1.2.2). En consecuencia, la imagen por
t R.(ll) — X(ll) Ci C”’ de las representaciones reducibles, es una subvariedad algebraica de X(Il)
Supongamos que p ci 11(H) es una representación reducible. Entonces p es conjugada a una repre- —
sentación por matrices triangulares superiores. Pero ahora p’ tiene el mismo carácter que la representación —
p” definida por <(a) = Q; ?~) si ¡i(g) 1$) (cf ¡§5], Con 1.4.5). Por tanto, dada
e’,
cualquier representación reducible p , existe una representación abeliana con el mismo carácter que p
u,En resumen, si denotamos por írred(I1) las clases de conjugación de representaciones irreducibles
e’
dc [1 en SL(2, C) , por red(iil) las clases de representaciones reducibles, y por abel(Fl) las clases de
representaciones abelianas, entonces: e’
u,
• t 1T+~d(H) — X(FI) es una biyeeción sobre su imagen, y c’({(1F71(FI))) irred(H) . —
• t(red(Ffl) = [(abel(H)) es una subvariedad algebraica cerrada de AJE)
u
e.
Caso particular: el espacio de caracteres del grupo de un nudo o enlace racional —
e’,
Supongamos ahora que [p/q]es un nudo o enlace racional en 53 , Recordemos la clasificación de
e’Schubert de estos nudos o enlaces ([SU]): fp/q] = [p’/q’]si y sólo si p = y! y ó bien q ±q’(rnodp) , ó
u’
bien qq’ Sl(mod p) . Siempre supondremos, sin pérdida de generalidad, que q es impar y 1 =q <p .
Aun asi puede haber varios representantes del mismo nudo. Por ejemplo, 111/3] y [11/7] son iguales,
pues 3 7 —1(nod 11) . e’
e’,
Sea II ir
1 (Y \ [~q]) el grupo fundamental del complemento de [p/q] en 55 , Entonces FI admite —,
e
una presentación con dos generadores a, b (que corresponden a dos meridianos del nudo o enlace) y una
e






















Si Lp/q] es un nudo (rcsp. un enlace), entonces p es impar (resp. par), y
11 = ¡a,b : ain=u’b[ (resp.FI = ab arv
donde te —~ bClaC2 ... a%3b’½2a~~1(resp. te = b61a62 . . b½<~aaer~abcr~1),siendo ~ e {±1}el signo
de iq reducido módulo 2p en el intervalo (—p, p) . Llamaremos a esta presentación, la presentación
estándar del grupo ir
1 (SS \ [p/q]), para el representante p/q del nudo o enlace {p/q] . Así por ejemplo,
para el nudo 11/3 se tiene:
múltiplos de 11: 11 22
múltiplosde3 3 (3 9 12 15 18 21 24 27 30
signosej . + -1- + — — — + + +
y por tanto te = babc’V’o7’lt’aba . En cambio, para el nudo 11/7 se tiene
múltiplos dc 11: 11 22 33 44 55 (36
múltiplos de 7 7 1-4 21 28 35 42 49 56 63 70
signose~ + --- -~ + — — + — — +
y por tanto te = ba’V’alE’c§’baz’ka - Por tanto, hay dos presentaciones estándar distintas para
el mismo nudo [11/3] = [11/7] (la presentación estándar no es un invariante del nudo).
Denotemos por f?Lp/q] el espacio de representaciones de wi(S
5 \ jp/q]) en 513(2,0) , y por X[p/q]
el espacio de caracteres Por lo visto anteriormente, X[p/qj es la imagen de la aplicación
p —-—-——---—-— (tr(p(a)) tr(p(b)), tr(p(ab)))
Si [p/q] es un nudo, entonces los meridianos a y b son conjugados en irdS5 \ ~/q]) , y por tanto
tr(p(a)) = tr(p(b)) para toda p . Si p es una representación reducible, entonces tiene el mismo carácter
que una representación p’ por matrices diagonales, para la cual necesariamente es p’(a) = p’(b) . En
consecuencia, tr(p(ab)) = tr(p’(ab)) = tr(p’(a2)) = tr(p’(a))2 — 2 tr(p(a))2 — 2 . Por tanto, si en
C2 consideranios coordenadas (E = tr(p(a)), 2 tr(p(a14)) y definimos la aplicación
1 R[p/qJ ~
p —.-—---.——.— (£=tr(p(a)),2=tr(p(ab)))
entonces la imagen de las representaciones reducibles es la parábola 2 = £2 — 2 . Se puede probar que
la imagen de las representaciones no abelianas es una curva algebraica afin 0[p/q] , que viene dada
por una ecuación polinómica en £y £2 que es mónica de grado (p — 1)/2 en la variable 2 y tiene grado
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(q — 1)/2 en la variable £2 . (El hecho de que ¡a variable £ aparezca siempre al cuadrado se debe a
la siguiente razón: si f) Ci Rjp/q] , entonces —p también es una representación de ir1 (S
3 \ ~p/qflen
SL(2, C) , porque la relación awb’v<> es de longitud par). Además, la curva O[p/qJ corta a la recta
2iru —.1£ = Gen los (p— 1)/2 puntos reales distintos (0, —2 cos(—)) u = 1 (cf [Bu] y [HLN4j).
p 2
La intersección de C[p/qj con la parábola 2 = £2 — 2 corresponde a las representaciones reducibles no
abelianas (que siempre son metabelianas), cf [(SiM]y [1-fLM
2].
Se tiene un resultado análogo en el caso de un enlace racional {p/q3 , si nos restringimos a tas
representaciones p : ri(S
5 \ [p/q]) — SL42C) tales que tr(p(a)) tr(p(b)) . La imagen de las
representaciones no abelianas que verifican esta condición adicional, es entonces una curva afin C[p/q] Ci
C2 dada por una ecuación polinómica en las variables £2 = tr<p(a))2 y 2 = tr(p(ab)) , que es mónica
de grado (p 2)/2 en la variable 2 . Además, C(p/qj corta a la recta £ = O en los (p — 2)/2 puntos
2wv p —2
reales distintos (0, —‘2 cos(—)) u = 1,... ‘ ‘2 (cf [Bu] y ¡BLM
2]).
p
Llamaremos a la curva C{p/q], curva de trazas del nudo o enlace racional ~p/q3asociada al represen-
tante p/q . Así por ejempLo, C[1 1/3] tiene ecuación 1— 32+22 + 22222 —‘27 32222 +37±VV —22
0, mientras que C¡11/7) tieneecuación 1+1222±147+47 ~15i~40£22 25V2—472±277~±
4177 + 152422±7+ 2022 ~18222S~ 3£~22 + 77±3227 —22 (Si bien la curva algebraica es un
invariante del nudo, su ecuación no lo es). La curva de trazas se puede calcular mediante un proceso de
recursión que se describe en los articulos [BuJ y [HLM2I, y que ha sido implementado en un programa
de ordenador por 1-tilden, Lozano y Montesinos.
Si [p/q] es un enlace racional y no imponemos ninguna condición adicional sobre las representaciones
de wi(S
3 \ (p/q]) en 513(2, C) ,entonces el espacio de caracteres es una superficie algebraica afin, que
es la imagen dc la aplicación
1 1?[p/q] —
p — (2= tr(p(a))$= tr(p(b)),2 = tr(p(ab)))
Si p es una representación reducible, entonces tiene el mismo carácterque una representación abeliana ¡/
para la cual es ~2 —2 tr(p’<ab)2) = tr(p’(a) p’(a 62)) trQo’(a)) . (tr(p’(b)) tr(p’(ab)) — t.r(p’(a))) —
tr(p’(b2)) = 2$j$ — £2 ~92 + 2 . Por tanto, la imagen de las representaciones reducibles es la superficie
22— 2~2±22±g2 —4 = 0. Se puede probar que la imagen de las representaciones no abelianas es
una superficie algebraica afin S[p/q] , que viene dada por una ecuación polinómica en st , y y 2 que es
mónica de grado (p — 2)/2 en la variable 2. Existe también un procedimiento recursivo para calcular esta
superficie de trazas S[p/q} , descrito en [BLM
2] e implementado en el ordenador por Hilden, Lozano
y Montesinos.
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Supongamos ahora que el nudo o enlace racional [p/q] no es toroidal, o lo que es lo mismo, que
q > 1 . Entonces se sabe <cf [flíu]) que [p/q] es hiperbólico, es decir, su complemento S~ \ [p/q] admite
una estructura hiperbólica completa de volumen finito. La holonomia de esta estructura hiperbólica
completa se levanta a una representación Po wi(S3 \ ~p/q]) — 813(2, C) , que es fiel, discreta e
irreducible (y en particular, no abeliana). Los meridianos del nudo o enlace corresponden mediante la
representación
1o0 a elementos parabólicos, luego tr(po(a)) = tr(po(b)) = +2 Cambiando pv por su
opuesta —pu si es preciso, podemos suponer que 2~ = tr(po(a)) = tr(po(b)) = 2 . Se tiene entonces
que el punto (2, ~j~)pertenece a la curva de trazas C(p/q] . Como Po es la holonomía de una estmctura
hiperbólica de volumen finito, io = tr(po&b)> ci O \ R . Siguiendo a Rilcy ([Ri2]), llamaremos
componente cstcelente de la curva C~p/q) a la componente algebraica E[p/qJ que contiene al punto
(2,
2o) , correspondiente a la holonomía de la estructura hiperbólica completa de volumen finito de
Y \ [p/qj . (Obsérvese que la estructura hiperbólica completa de volumen finito de S~ \ [p/qj es única
a menos de isometría, por el Teorema de Rigidez de Mostow. Por ello, sólo hay (a menos de cambio
designo) dos representaciones Po ~ de -r;(S3 \ ~p/q}) en 513(2, C) que correspondan a holonomias de
estructuras hiperbólicas completas de volumen finito en SS \ ~p/q] : ~ es conjugada de Pu mediante una
¡sometria de H3 que invierte la orientación, y tr(~<jab>) = tr(pu(ab)) ).
Por otra parte, se sabe (cf [Sbl) que la cubierta doble de ~S ramificada en el nudo o enlace [p/qj
es el espacio lente L(p, q) , que tiene una estructura esférica (cf [STj). En consecuencia, 55 es una
orbiforma esférica con singularidad {p/q) de ángulo ir . La holonomia de esta orbifonna esférica se
levanta a una representación p,. : ir;(S5 \ !p/q)) — SU(2) x SLJ(2) 50(4> (cf [Cul). En la sección
5 de este capitulo se describirá esta estructura de orbiforma esférica con más detalle, y se verá que Pr
1 2
corresponde a un par de representaciones p,~ , 9r de ir
1 (55 \ (p/qj) en SU(2) , para las cuales es
tr(p4ja)) = tr(p4(b)) = (1, tr(4(ab)) = —2 cos
1>
tr(¡4(a)) = tr(p’~}b)) = O , tr(4}ab)) = —2 cos
1>
Es decir, p,. corresponde al par de puntos (0, —2cos (q-i-I>r) , <o,—~ cos (q1)r) dc la curva de trazas
1’
Cfp/q] (cf. [HLM4J).
Ahora bien, existe la siguiente conjetura sobre las estructuras geométricas cónicas en 53 con singu-
laxidad un nudo o enlace de dos puentes (p/q] no toroidal.
2ir
Conjetura. Para cualquier nudo o enlace racional no toroidal fp/q), existe un valor cx~ C f—, ir) tal
3
que Y es una variedad cónica con singularidad [p/q] y ángulo cónico cx (igual en ambas componentes,
si [p/q] es un enlace), que es:
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• hiperbólica si O < a < a~
• cuclidea si cx = ah y
• esférica si a;, < a < 71.
Esta conjetura ha sido comprobada en casos particulares (cf. [HLM1,~ y esta misma tesis), y en el articulo
[HLM4] se supone implicitamente que es cierta. Por los trabajos de Boileau-Porti (¡HP]>, Burde([BuJ),
2irHodgson ([Ho2]>, Porti ([Po]> y Zhou ([Zh]) se sabe que existen ah Ci [—,~) y <y > O tales que
3
es una variedad cónica con singularidad [p/q] y ángulo cónico cx, que es hiperbólica si O < a < a;,
cuclídea si cx = aj, , y esférica si cxf, < a < ~ + $véase la introducción a este capitulo).
De esta conjetura se deducen las siguientes conclusiones sobre la curva de trazas. Consideremos la
proyección g(£, 2) = 7, restringida a la componente excelente E[p/q3 de la curva de trazas. Denotemos
por 7-i(p/q~ la componente conexa de E[p/q] n y ‘([(1,21) que contiene al punto (2, 2o) (correspondiente
a la estructura hiperbólica completa de volumen finito). Llamaremos a ft[p/qj “rama estce¿cnte” de
la curva de trazas (cf. [HLM2], [Ri2j). Entonces todos los puntos (2,2) de U¡p/qJ corresponden a la
holonomía de una estructura cónica (hiperbólica, enclidea o esférica) de 53 con singularidad [p/q¡ y ángulo
st
cónico a = 2arccos— . Denotaremos por (SS, jp/q], a) dicha estructura cónica. Entonces (por ¡CZ],2
ver también [Sb) y [Ho]>.(53, fp¡q] ~ necesariamente es la orbiforma esférica antes mencionada, cuya
cubierta doble es el espacio lente L(p, q) con su estructura esférica estándar. En consecuencia, K(p/qj
también es la componente conexa que contiene a los puntos (O, —2eos (~±>~)y (0. —2cos (~¡I)~> (cfp o
[HLM4). Topológicamente, fl{p/g} coincide con el resultado de pegar dos copias del intervalo [0,2] por
el punto 2 cos ~ (correspondiente a la holonomia cuclidea). De hecho, para cada 2 ci [0,2] , los puntos
9
de 2-i[p/qJ cuya primera coordenada es 2, son (2,2~(2)) y (2,22(2)) , donde:
• zí(









2. CALCULO EXPLÍCITO DE UNA REPRESENTACIÓN DEL GRUPO DE UN
NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES EN SL(2, C) , A PARTIR DE LA CURVA
DE TRAZAS
Supongamos que p: ir1 (53 \ (p/q]) — 513(2, C) es una representación irreducible, que corresponde
a la holonomia de una estructura hiperbólica cónica en Y con singularidad [p/q] . Si a y 6 son los
dos generadores de la presentación estándar de iri(5
3 \ [p/q]) (que corresponden a dos meridianos del
nudo o enlace), entonces el grupo de holonomia O = p(iri(55 \ [p/q])) está generado por í4a) = A y
p(b) = .8 . Estas dos isometrias A y B son dos rotaciones de H5 , de ejes 1A , IB disjuntos y ángulos
a, /3 menores que ir . (En principio supondremos que puede ser cx # ¡9 en el caso de un enlace).
Estamos interesados en construir un poliedro de Dirichlet para esta estructura hiperbólica cónica,
dentro del modelo de Klein de H3 (que en este caso es el más cómodo, porque en él los planos hiperbólicos
se ven como planos cuclideos). Para ello, siguiendo el ejemplo del articulo [HLMj, nos interesa encontrar
una representación conjugada de p de manera que, al pasar al modelo de Klein de H5 , los ejes de las
rotaciones A y .8 equidisten del origen de coordenadas, sean paralelos al plano z O , y sus proyecciones





asiempre se puede conseguir.
Y
De esta manera, si A y 13 son rotaciones del mismo ángulo, entonces las tres rotaciones de i 8O~ en
tomo a los ejes coordenados pertenecen al normalizador del grupo de holonomia, generado por A y 13
En consecuencia, serian simetrías de un poliedro de Dirichlet de la variedad cónica dada, centrado en el
origen de coordenadas. (Obsérvese a este respecto, que cualquier nudo o enlace racional se puede colocar
en R3 dc tal manera que las tres rotaciones dc 1800 en tomo a los ejes coordenados sean simetrias del
nudo o enlace (ver figura 4)). Incluso aunque A y E sean rotaciones de ángulos distintos, la rotación de






Antes de pasar al modelo de Klein, vamos a conjugar p en SJij’2 , O) . Para ello, necesitamos traducir
al modelo del semiespacio superior de 1V , las condiciones de simetría enunciadas antes en el modelo
de Klein. Al pasar del modelo del semiespacio al modelo de Klein. el plano fronterizo del semiespacio
se transforma en la esfera fronteriza del modelo de Klein por proyección estereográfica desde el poío sur
Figura 3
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de la esfera, y el punto k = (O, 0,1) del semiespacio superior, se transforma en el origen de coordenadas
en el modelo de Klein (ver figura 5).
3/
Figura 5
Por tanto, lo que buscamos es conjugar la representación p de modo que los ejes de las rotaciones A
y fi se vean en el semiespacio superior copio dos semicírculos colocados como muestra la figura 6. Es
decir, las matrices A, B ci SL(2, C) deben corresponder a dos transformaciones de Móbius cuyos puntos
fijos sean de la forma {4, —4} y {-q, —‘4 , respectivamente, y además -q = >4 para algún A ci R~
Queremos además que el punto It = (0,0,1) del semiespacio, sea el punto medio entre los ejes de A y
fi . Como la distancia entre It y un punto (0,0, ir) es log 1< , hade ser q¡ = 1/f~¡ . Pero como i¡ =~,





tComo los puntos fijos de la transfonnación de Móbius z — az + 6 son las soluciones de la ecuación
es + d
cuadrática e+ + (d — a)z —6 = O, resulta que los puntos fijos serán de la forma ~, —~ si y sólo si a = d
y e ~ O . Por otra parte, como A y B son rotaciones dc ángulo a y /3 , respectivamente, se tiene que
tr(A) = 2 cos ~ y tr(B) = 2cos~ . Por tanto, queremos conjugar las matrices A y /3 simultáneamente2 2
por una matriz de 513(2, C) de modo que sean de la forma
a a /31
~ k senll ces2)
~ (:os~) — ces — —se
2
donde ~ ci O \ {0}
Geométricamente es bastante claro que esto se puede conseguir siempre que A y 13 no tengan
ningún punto fijo común, es decir, siempre que la representación p sea irreducible, como suponíamos
en las hipótesis iniciales. Sin embargo, vamos a ver también una demostración algebraica (que puede
pasarse por alto si se quiere). Podemos partir ya de que las matrices A y /3 son de la forma
ces — — sen—
2 2( a ¡ (y
2 2 1)a alsen— ces —
/3
donde a + 4 = 2 ces .~. y ad — be 1 . Primero vamos a conjugar A y 13 simultáneamente de modo
que ambas tengan las dos entradas de la diagonal iguales. Si ya es a = di entonces no hay que
¡ ces — sen~
hacer nada. Supongamos que a ~ di . Al conjugar A por matrices del tipo T — Y ser,4t’ (:os ~b )
no varia. Por otra parte. la matriz T8T
1 tiene las dos entradas de la diagonal iguales si y sólo si
aces2 ~ + dseri2~ —(6 + e) seri=bcos~5= aseri2~ + dices2 ~ + (6±e) sen~cos< , es decir, si y sólo si
b+e 6±
cet(2~) = —~2 . La condición necesaria y suficiente para que exista un tal ~ es que «
a—di a—d
es decir, que ni i ni —i sean puntos fijos de la transformación de Mébius 13 . Dicho de otra forma, que
13 no comparta ningún punto fijo con A . Si la representación p es irreducible, esta condición se cumple,
y por tanto podemos suponer que A y 13 son de la forma
cx ¡ /3 1 fIN
8— —¿e cos— ——sean
2~ 2 j~ 2
— pt ser;— ces— )
/3
2 2 2 2









/3 i /3ces— — sen—2 4 21
z4~ sen2 ces 2)2
donde 4 ci O \ {O} , como quedamos.
Resulta conveniente escribir 4 en la forma 4 = e<~6 , donde siempre podemos suponer di > O y
O < O <z <2 - Los parámetros di y O tienen un significado geométrico claro: 20 = 2arg(4) es el ángulo













donde di es la mitad de la distancia entre los dos ejes de rotación, y O es la mitad del ángulo entre los
dos ejes. Obsérvese que cuando a = /3 , fi es la traspuesta de A
Determinación de a , di y O a partir de la curva de trazas, cuando a = /3
Si a = /3 entonces
concretamente al punto (2
es la ecuación de la curva
de £ y 2. En realidad~ en
la representación p corresponde a un punto de la curva de trazas C[p/qj
= tr(A) = 2ces(a/2) , 2= tr(A13)) . Como lo que conocemos en principio
de trazas en las variables E y 2, nos interesa expresar a , di y O en términos
vez de 2 y 2 es más conveniente utilizar las variables
a
st = £2 — 4 = tv(A2) —2 = —4 sen2—
2
z = 2—2 = tr(AB) —2
(Recuérdese que la variable 2 siempre aparece al cuadrado en la ecuación de la curva de trazas>.
La relación dcl ángulo cx con la variable st es obvia. Por otra parte, teniendo en cuenta la fornía de
las matrices A y 13 , resulta que
z = tr(AB) —2
2 _ 2 ‘1 (cos2 —2(d+iO)= (cos2 cx _ 2(d+iÚ) sen2~ + — e sen2ft) —2
= 2 ces2 — — 2 — 2 eosh(2(d + iO))
5602a2 2
2cx
= —2sen —(1 +cosh(2(d+iO)))
2






z = st cesh2(di + iO)
A partir de aquí se pueden obtener fórmulas explícitas para cosh(2di) y (:05(20) en ténninos de st y z
2=
como sigue. Tomando la parte real de ambos miembros de la igualdad 2 cesh2(di + iO) = — resulta
st
que




Tomando el módulo de los dos miembros (y recordando que st < O), se obtiene que
cesh(2di) + (:05(20) = 2¡z
¡
st
Por tanto, cosh(2di) y ces(20) son las soluciones de la siguiente ecuación cuadrática en
~ í~ + 2¡=¡1+ 2Re(z) — st = O
Las soluciones a esta ecuación son
—¡~1 ± j=j2 — 2stRe(z) + y-,2 —¡~1 1 (z — st)(2 — ~) _ —4< ±Jz — st~
st :12
Teniendo en cuenta que ces(20) =1 =eosh(2d) y que st < O , se deduce que
cesh(2di) = — ¡7 — st
st
—hí ±¡z—st[cos(20) = st
En realidad, lo que interesaría es expresar cx , O y di en términos de un único parámetro real, que
variase con el ángulo cónico. La experiencia del ejemplo de [HLM,] y de los ejemplos hechos en esta
tesis, muestra que los cálculos se simplifican enormemente si se elige como parámetro u = mt(O)
Sin embargo, el escribir explícitamente a y di en función de u involucra en general la resolución de
ecuaciones polinómicas de grado muy alto, por lo cual sólo es posible en casos especialmente simples.
Aun asi, veremos que aparecen expresiones relativamente complicadas incluso en los ejemplos sencillos
que se van amostrar en el capitulo siguiente. En casos más generales solamente se pueden hacer cálculos
aproximados.
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3. PASO AL MODELO DE KLEIN DEL ESPACIO HIPERBÓLICO
Para pasar dcl modelo del semiespacio superior al modelo de Klein de H3 , es conveniente considerar
el llamado medido intermedio, utilizado por Hilden, Lozano y Montesinos ([HLM
5], ver también [E]).
Este modelo está definido como el conjunto
{F ci CF3 0i04 —0203 > O ; O~ e 02~0sCiC}
La aplicación que pasa del modelo del semiespacio al modelo intermedio, es extensión de la siguiente





3 0104 0203 =0; 0~ ci C 04 —0~ ; 02,03
]
Sea fi la isometría hiperbólica que en el modelo del semiespacio es extensión de la transformación
az + 6de Móbius z — _____
ez + di
Entonces en el modelo intermedio, ~ es extensión de la transformación que










±di)(52±d) —(ái + b)(cz ±4)
— [~~][A~
Por tanto, a la isometría a ~ PSL(2, C) del modelo del semiespacio, le corresponde en el modelo
intermedio la isometría
E O~ 0210~ 04j -t zJ 02] [I~
O bien , escribiéndola de otra forma,
ad[02 J [—ab1 — [cdi
041 —cb
—aS 64 —65 -¡~ 0~ 1
aú —66 bá ¡02
—eS 44 —dé jo~





zQ] [d —b~[—é a]
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Del modelo del semiespacio se pasa ahora al modelo de Klein (de radio 1> de U3,
{ fx, y, z, 1] ci Rl’3 ¡ st2 ~ y2 + 2 — < o
mediante el cambio
tanto, a la isometria
de coordenadas = st + iy
_____ O — , 0~ =2 2






































resulta que en el modelo de Klein de H
3 las rotaciones A y 13 vienen dadas por las siguientes matrices
de 50(3,1):1 — 2 sen2fi sen20
2
2sen2Q senO cosO
sena senO cosh 4
sena senO sentid
2 sen24j senO ces O
1 — 2 sen2 ~‘ <.e¿2 O
— sena ces O cosh di
sena ces O senhdi
— sena senO cosh di
seria ces 0 cosli di
1 —2 sen2S (.051)242
2 sen2 á! sen lid ceslí di
sena senO sentid
—2 sen2 ~ senhdi <:osh di
1 + 2 serfI~ senb2di
sería ces O senhdi
1 — 2sen2~ sen2O
~2 sen2 ~ senO ces O
13=
— sen/3 seriO cosli di
— 80.11/3 senO senhdi
—2 seri2# senO cosO
1 — 2 sen2~ ces2 O
— sen/3 cosO cesh di
— sen/3 cosO senihdi
sen/3 seriO coslí di
sen/} ces O cesh di
1 — 2 ~erA= ~ <¡
~ senhdicesh di—2 ~ 2 -
— seríflseniO senhdi
— sen/Y cesO scnbd
2 sen2 ~senlídi cesh di
1-1-2 sen2P senh242
Debido ala simeúiaen la disposición de los ejes de A y E, las inversas A’ y 11’ son conjugadas

















Es decir, M’ = ZAZyB’=ZBZ.
Si además A y 13 son rotaciones del mismo ángulo a = /3, entonces /3 es conjugada de A mediante
la rotación de 180~ en tomo al eje st . Denotemos por
las matrices de las rotaciones de 1800 en tomo a los ejes st e y , respectivamente. Entonces cuando
cx = /3 se tiene que 13 = XAX y = YAY
Supongamos que p es una representación
a ied±i~cos 2 )2 sen~ y~ (“<a) seria ces







donde a , /3 , 4 y 0 son números complejos,





Denotaremos este subgrupo por 50(3,1; C) . Entonces existe una representación
Consideremos el subgrupo)
¡Y de irt (S
3 \ E) en
50(3,1; 0) asociada a p y definida por ji(a) = A y ¡5(6) 13 , donde:
1 —2 sen24~ sen2O
St senO cosO
2 ~ 2
sena senO (:esh di
— sena senO sentid
1 — 2sen2~sen20
~~2ser2& senO cesO
— sen/3 senO cosh 4
— serifi senO senbdi
2 sen2~ senO cosO
1— 2sen2~ cosa o
— sena ces O cosh 4
sena ces O serffid
—2 sen2~ senO cosO
1 —2 sen2~ cos2 O
— sen/3 cosO cosh 4
— senfl ces Osenhd
— sena senO cosh di
sena ces 0 coshd
1 — 2 seri2e ceslí2 di
2sen2~ senhdiceshd
2
sen/3 senO cosh di
sen/3ces Ocesh di
1 — 2sen~ coslí2 di
—2 sen2~ senhdicesh di
— sena senO senhdi
sena cesO sci4ídi
—2 serí2f> senhdcoslí di
1 + 2 ~ senh2d
— 800/3 senO serthdi
— sen/3 ces O senhdi
250.02=senhdcosh di
1 ±2sen2 ~ senh2 di2
Esta observación será útil en la sección siguiente, para pasar de representaciones en 50(3. 1) a repre-




4. LA TRANSICIÓN DE HOLONOMÍAS HIPERBÓLICAS A HOLONOMÍAS
ESFÉRICAS A TRAVÉS DE UNA ROLONOMÍA EUCLIDEA
Supongamos que Ip/q] es un nudo o enlace racional no toroidal. Recordemos que entonces 53 \~p/qj
admite una estructura hiperbólica completa de volumen finito, que es única a menos de isometria. Sea
Po : ir~(S~ \ [p/q]) — SL(2, C) un levantamiento a SL(2, C) de su holonomia. Entonces Re es una
representación irreducible, y si a, 6 son los generadores de la presentación estándar de wi(S~ \ [p/qj)
entonces sto = tv(a) = tr(6) 2 . Sea 2o = tr(ab) e C \ R . Entonces (2, 2o) es un punto de la
curva de trazas O[p/qJ , correspondiente a la representación p~ . Siguiendo a Riley (IRi2fl, llamábamos
componeulc ex.cclcntc £~p/q] de la curva de trazas, a la componente algebraica que contiene al punto
(2,
2o) . Llamábamos rama excelente J-Ljp/qJ , a la componente conexa de £[p/q] 1) { (2,2) 1 2 ci 10,2] C
R} que contiene al punto (2,2ú)
En la sección 2. para cada punto (2, 2) de la curva de trazas correspondiente a una representación
irreducible
1i , encontramos una expresión dc las matrices ida), p(b) ci SL(2, C) en ténninos de st y z
En la sección 3, a la representación p le asociamos una representación ji de ~1 (53 \ 1n/~1) en 50(3,1)
en el caso en que 2 ci C \ R . En esta sección, vamos a ver cómo, al variar 2 en el intervalo 10,2)
se puede pasar de una familia de representaciones ji en 50(3,1> a tina familia de representaciones en
50(4) a través de una representación en 50(3)
Por lo dicho en la sección 1, sabemos que para cada 2 ci [0,23 , hay dos puntos (no necesariamente
distintos) en Kjp/qj cuya primera coordenada es E. Existe a;,, ci 271/3,71) tal que estos dos puntos son
de la forma (2,2~(£)) y (E, 22(2)) , donde:
• 2~(2) y 2y-(2) son complejos conjugados, si 2cost <2 <22 __
• 2d2)=22(2)ciRsi2=2ces-y;y
• 2~(2) y 22(2) son dos números reales distintos si 0 <2 < 2ces
2
Cuando 2 está cerca dc 2 pero es distinto de 2 , los puntos (£,2~(2)) y (2,22(E)) corresponden
a dos representaciones irreducibles pi , P2 de ir1 (SS \ [p/q3) en SL(2, C) que envian los generadores
a y 6 a dos rotaciones de ángulo a = 2arccos(2/2) . Como en la sección 2, hacemos el cambio de
variables st = 22 —4 y z = 2—2 , y escribimos z1(st) = 2i(£) y z2(st) = 22(2) . Sabemos entonces
que z1(st) = st :esh
2(diQr.) ±iO(st)) y z
2(st) = st cesh
2(di(st) — 10(x)) donde 4(x) es la mitad de la
distancia entre los ejes de las rotaciones pi(a) y pi (6) , y 0(x) es la mitad del ángulo entre dichos ejes.
(Cuando st — O , 4(x) — +w .)
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Más en general, podemos encontrar dos flinciones continuas 4(x) , 0(x) dcl intervalo [—4,0> en C
tales que para todo st ci [—4,0)
y y2(x) = st cosh
2(d(x) — iO(st))= st :esh2(d(st) + iO(st))
Estas funciones verifican las siguientes propiedades:
(i) 0(x) ci R para todo st ci [—4,0);
(u) Si denotamos Ir 4ces2 ~- —2 ci (—4,0> ,entonces: 4(r) ci R si It <st <
es imaginario puro si —4 < st < It . Si ¡-(st) = <d(st)¡ es el módulo de 4(x)
4(x) = ¡-(st) cuando /t =st <0 y 4(x) = —i ¡-(st) cuando —4 <st <ir
Entonces para cada st ci [—4,0) existen dos
definidas por:
o 4(h) = O ; y di(st)
podemos suponer que



























donde cx = arcces
2 ,4=d(st)yO=0(x)(En realidad sólo sabemos que existan representaciones Pi y 02 definidas de esta manera, cuando
los puntos ( st + 4, .z
1 (st) + 2) y ( st ±4,z2(st) + 2) corresponden a representaciones irreducibles, es
decir, cuando y1(st) # st y z2(st) # st . Sin embargo, como el conjunto de puntos de la curva dc trazas
que corresponden a representaciones reducibles es finito, por continuidad se tiene que las expresiones
anteriores definen siempre dos representaciones p’ , p=de ir1 (S
3 \ [p/q]) en SL(2, (O) ).
Asociadas a Pi y 02 hay dos representaciones
formado por las matrices Al tales que Al (1
50(3,1; (O) . Estas dos representaciones en 50(3,1;
de rri(S~ \ [p/qj) en
¡1
41< =( 1
(O) , que denotaremos ji,
el subgrupo de SL(4, C)
~—~) ,que denotamos
02 . vienen dadas por:
1 — 2 sen2M sen2ú 2 se&-~ senO cesO2 2
a2sen — senOcosO 1 — 2sen2 ces2 O
jida) 2 2
sena senO cesh 4 — sena ces O cosh 4
— sena senO senhd sena cosO se.nhdi
— sena seriO cesh di
sena ces O cesh di
1—2 sen2acosh2d
2
2 sen2 senhdcosh di
2
sena cosO senhdi
— sena senO senhdi





ps(a) se obtiene cambiando O por —O en la expresión de ¡5~ (a) , y A(b) es la conjugada de ¡5~-(a) mediante
la matriz x = (1 — 1
—1 1)
A continuación vamos a analizar qué interpretación se puede dar a los pares de representaciones
(PI , P2) y (¡5w , P2) cuando st varia entre (1 y —4 , y qué relación existe entre ellos.
Cuando It < i< < O , di y O son reales, luego las representaciones ji y ¡52 en 50(3,1; 0) son en
realidad dos representaciones en la componente de la identidad del grupo de matrices reales 50(3,1) , que
se identifica con lso+(H¿> (en el modelo del hiperboloide o el modelo de Klein de 11~). La representación
P2 es conjugada de ji mediante la matriz ( ‘~) ci 0(3,1) (que invierte la orientación espacial
y preserva la orientación temporal del espacio de Lorentz-Minkowski R~ y se identiflca por tanto con
una isometria hiperbólica que invierte la orientación).
Cuando st = ~. = O , luego las representaciones ¡5’ y ¡5~ coinciden ambas con una representación de
n (SS \ [p/q}) en SO(S) c 50(3,1):
ji(a) = ¡52(a) =
— 2 sen2 a sen2O2
a





2 sen2 — senO ces O
2
a ~ Oi — 2 sen2 —
2




Las representaciones p~ y p2 en SL(2, (O)
(que es la cubierta universal de 80(3))
a( ces?
pj(a) = pl(a) = aY ser)?
comeiden, y son en realidad una representación en SU(2)
atére sen—’~
ce
p~b) = p2(b) = pi(a)<
Cuando —4 < st < h di es imaginario puro, luego las representaciones ~[ y P2 en SL(2, (O) son
dos representaciones distintas de ir1 (S



































ces? ) P2 (b) = ( cxces —2 cxSen? ie~(~R~~> sen11 \aces— 12
Veamos de qué forma son las correspondientes representaciones ji y ¡52 . Como cosh di = cesh(—i y) =
cosi- y senhdi senh(—ir) = —isenr ,resulta que ¡5~ y P2 son dos representaciones de ~~(53 \ {p/q})
en el subgrupo J de 50(3,1; (O) formado por las matrices de la forma
( ~
M = k Ti
3 j
97112 m13 ira14
71122 71123 2 ~ft241
m32 2 mxi)
i m42 i tu43 tu44
con mu ci R
Este subgrupo se identifica con el gmpo ortogonal (real) 50(4) mediante la conjugación por la matriz
¡ rrtí í







pertenece a SL(4,R) , y (TM7’’ )< (TAJ T’) =r
1 MtT2MTI =
(1
=T’M’ ti -I MT’ =T’
—1/
TMT~’ ci 50(4)
Cuando —4 < st <It se tienen, pues, dos representaciones Ji; , ¡5~ dc iri (53 \ ~p/q]) en 50(4) ~
Ise~(S~) , dadas por:
1 — 2 sen~M ~
2
a
2 sen2 — senO ces O
¡5S(a) = 2
sena senO ces y
— sena senO senr
2sen2M seriO cosO
2
1 — 2 sen2 ~ ces2 O
2
— sena ces O ces r
sena cos O sean
— sería senO ces y
sena ces O cas t
1 — 2 sen2~~ ces2 r
2
2 sen2i senr ces r2
— sena cosO senr
sena senO seat
a
1 — 2 sen2— sen2r
2
2 seí21 senr ces r
2
¡5$(b) = X j5’j(a) X y 7i~ es conjugada de ¡5 mediante la matnz (—1 Nl1) ci 0(4) (que es una
isometria esférica que invierte la orientación).
Ahora ¡51(a) y ¡5 (6) son dos rotaciones en 53 de ángulo cx en tomo a dos ejes separados a una
distancia 2r y que forman un ángulo 20 . Lo mismo sucede con 7~(a) y ¡12(6)
1
(1
1) 11 Por tanto,
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Queremos relacionar estas representaciones ¡51 y ¡5~ en 80(4) con el par de representaciones pj y
P2 en SU(2) , teniendo en cuenta que (como dijinros en la introducción a este capitulo) 511(2) x 511(2)
es la cubierta universal de 80(4) . Vamos a ver ahora de manera explícita qué relación existe entre
y (p, , PÁ). Si identificamos S3 = { (st,y,z, 1) ci 13$’ st2 + y2 + ~ + I~ — 1 } con
SU(2) = {(~~4t1 4<)
corresponde a la transformación que envía (st 1¿§





—pi(a)’ (—y + it
a









Análogamente, ¡51(6) corresponde a la transfonnación
(x± iy
y + it
En cambio, la isometria esférica ji~(a) corresponde a la transformación
(st
k—z±it 414) —P.2(a) z + it
y análogamente para ¡5~/b)
Es decir, si consideramos la cubierta doble A : 811(2) ~ 8(1(2) — 50(4)
A(A,B) ( JÁ~ z+V’i =iL’ ( x-l-iy z±it ,entonces ji = A(p, , p~)
k —z+iíx---rq) —z±ií st—iy
= A(p2, p,)
Como en todos los casos ¡52 sólo se diferencia de ¡5, en un cambio de orientación,





Resumiendo, para cada xci 1—4,0) ,tenemos una representación jien 80(3,1; (O) ,tal que:
• sí it < st < O , entonces ¡5 es una representación en la componente de la identidad de 80(3,1) , que
sc identiflea con Ise±(HS)
• sí st = It , entonces ¡5 es una representación en 80(3)
• si —4 < st < it , entonces ¡5 se puede identificar con una representación en 80(4)
-1- it s\
— - 1
:>2— -iy) p-~ (o-)
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La familia de representaciones ¡5 resulta poco satisfactoria por varios motivos. En primer lugar, no son
siempre representaciones en el grupo de nratnces reales QL(4, R) . En segundo lugar, cuando st = It
sólo se obtiene una representación en 80(3) (que corresponde a la parte de rotación de una holonomia
cuclidea), y cuando —4 =st < It hace falta conjugar adecuadamente ¡5 para interpretarla como una
representación en 50(4)
Por ello, en este apartado vamos a ver cómo se puede modificar la familia de representaciones ¡5
para obtener una familia continua de representaciones en (JL(4, 11) , con la siguiente propiedad: para
cada st , existe un modelo (no estándar) del espacio hiperbólico (si It < st < 0) , cuclideo (si st = It)
o esférico (si —4 < st < /t), distinto para cada st , de modo que la correspondiente representación en
CL(4, R) es una representación dentro del grupo de isoinetrías de ese modelo no estándar. El paso del
modelo estándar de H3 , E3 o 53 a cada uno de estos modelos no estándar, es mediante un “cambio de
escala” de factor variable (dependiente de st). A continuación explicamos detalladaníente cómo malizar
este adecuado cambio de escala para ver de manera automática la transición de holonomias hiperbólicas
a holonomías esféricas a través de una holonomia cuclidea, siguiendo la idea del articulo [HLM
1J.
(i) Modelos de Klein de radio variable para
Para cada E.> O , vamos a considerar el siguiente modelo del espacio hiperbólico H
3 (ver figura ‘7>
H1i~ = (~r,y,y,t) ci R4¡ 1(2 ±~2 + y2) —
con la métrica inducida por la forma cuadrática ( ~ l/R2 = —1 1> 0j~í/R? —1) dc fi4
Las isometrias son las
decir, los automorfismos de
última coordenada de Al (
restricciones de los automorfismos lineales de fi4- que




p2) tai que la
0 1) es > 0 . Las geodésicas y los planos son las intersecciones con
í1~ de planos c hiperpíanos de P.i
Si se proyecta ~k desde el origen sobre el hiperpiano t = 1 , aparece el interior de una bola de
radio 1? en fi3 , que podemos considerar como un “modelo de Klein de radio 13.” de H3
Del modelo ~ se pasa al modelo del hiperboloide estándar,
IJQ={(st,y,z,t>ciR4 ¡st2±y2±z2 ~2 ~ ,t>ojJ.
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mediante el cambio de coordenadas st’ = !tx , »‘ = 1?» , y’ = R.y , 1’ = t . (Por tanto, el paso del niodelo
de Klein de radio /3 al modelo de Klein estándar, de radio 1, es por homotecia).
(ji) Degeneración en la geometría euclídea
Cuando 1? — ±xú (ver figura 7), los conjuntos H~ se aproximan al hiperpíano
~oo = { (st, y, y, t) E Ef = —1 , 1 >04 { (st,», y, t) E U) ~= 3. }
que se puede considerar como un modelo del espacio cuclideo Es . Se puede comprobar que en el paso
al limite se preservan los ángulos: si para cada 1? > O se tienen dos planos fI1 (1?) , 112(1?) en
y cuando 1? — ±~ los iI~(R) tienden a un piano fl~ , i = 1,2, entonces el ángulo (hiperbólico) entre
Fl~(R) y 112(1?) en ‘~k tiende al ángulo cuclideo entre 11, y 112 , De hecho, el grupo de isometrias de
11k tiende, cuando /? — ±cxs, al grupo dic .scmcjanyas de E
3
En particular, se pueden obtener isometrias cuclideas como limite de isometrias (hiperbólicas) de
‘IR cuando 1? — ±cxwUn ejemplo (que es el que nos interesa) es el siguiente. Supongamos que, en el
modelo estándar (de radio 1) dc ~2 tenemos para cada Ji > O una isometria Alp = (rn{~(Ji)) , y que
cuando 1? — ±oc, las matrices AlÑ tienden a una matriz de la fornía Al = ((1 <> ) , donde
Ocio(s) . Supongamos además que existe >14 hm R.m~4R) ci U. para 5 = 1,2,3. Para cada
R-*+oo
1? > 0, vamos a pasar ahora al modelo de E3 de radio 1? . En ese modelo, la isoníetria M~ tiene matriz
Alt = ( “~‘ p ) Al
11 ( ~ j¡p ) . Cuando 1? -~> ±c~, el límite de las matrices Alt
N
O £24(que son isometrias hiperbólicas en los niodelos 11k) es Al’ = ~ A;g donde O ci 0(3)
Es decir, Al’ es una isometria enchidea.
(iii) Paso a la geometría esférica
Vamos ahora a admitir la posibilidad de que el parámetro 1?. tome también valores imaginarios puros:
1? = ±i¡R¡ . Entonces H




(ver figura 7), con la métrica inducida por la forma cuadrática ( ~~.1/IR{2—1) dc
U.4 . Convendrá ampliar este semielipsoide al elipsoide completo
1={(st,v,z,t)ciR4j-~i(w ±v2±z2)±t2=1}
con la métrica inducida también por la forma cuadrática —1/ 1112 de
Si hacemos el cambio de coordenadas st’ = R¡st , y’ R{y , 1’ t . entonces pasamos
de ~?Rla la esfera de radio 1,
s3 ={(st,y,z,t)cR4 —st2—y2—z2—12=—1}
con su métrica esférica estándar.
esférica.
Las matrices Al tales que Alt
En consecuencia, 53 es un modelo (no estándar) de la geometría( 1
1 ¡1112) Al = (1
1 y tal que la última coor-
1 Rl)
(0 ~ ) es> O, son en particular isometrías en el modelo no estándar 8% de la
denada de Al
geometria esférica,
Si se proyecta JIj~~,« c 8% desde el origen sobre el hiperpiano 1 = 1 , la imagen es todo el






En resumen, introduciendo el parámetro U se puede ver la transición de la geometría hiperbólica a
la esférica a través de la cuclídea.
(iv) Aplicación del cambio de escala a la transición de holonomías hiperbólicas a
esféricas.
Volvamos al objetivo que nos proponiamos en La primera parte de esta sección. Recordemos que
para cadast ci (—4,0) habíamos escrito una representación jideirj(S3\{p/q~) en el grupo SO(3,1;C) c
SL(4, (O) , que era de la siguiente fonna: ji(a) es la matriz
1.— 2 sen2.il sen2O 2 sen2 senO (:050
2 2
2 sen2fl senO cesO 1 —2 sen2— (:0520
2 2
sena seriOcesh di — sena cesOcesh di
— sencx seriOsenhd sena ces O senbdi
— sena senO ceslí 4
sena ~:esO cesb di
1—2 sen2fl cesh2 d
2
a
‘2 stn2 senhdicosb di
‘9
Sena ces O senhdi
— sena senO sen!rdi
a




y B = ¡5(6) es conjugada de A ¡5(a) mediante lamatrizX = (1
st±2
arceos 2 y di = 4(x) y O = 0(x) son dos funciones continuas del
verifican las siguientes propiedades:
• 0(x) ci E. para todo st , y
• 4(x) ci 11±si Ir <st<O; 4(h) = 0; y 4(x) = —i¡-(st) si —4=~
general, denotamos siempre ¡-(st) = di(st)¡
Entonces cuando /t < st < O , ¡5 es una representación en 50(3,1)
intervalo [—4,0) en (O , que
< h , donde ¡-(st) ci . En
cuando st = Ir , ¡5 es una
representación en 80(3) , y cuando —4 < st < h , ¡5 es conjugada (mediante la matriz (1 y a
una representación en 50(4)
Ahora vamos a elegir una función continua k(st) tal que k(x) ci Eh si /r < st < 0 ; k(h) = O y
<st) es imaginario puro si —4 <st < h . Para cada st ci (—4,0) , vamos a considerar el modelo Í-Ik de




es una representación en el grupo de isometrías de Jl~. Cuando st = ít, <st) = 0, luego la representación











—-1 ) Aquí. a =
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de modo que exista el limite de ph cuando st — í¿ , entonces (por lo visto en el apartado (u» dicho límite
es una representación en el grupo de isometrias cuclideas.
En resumen, eligiendo convenientemente la función k(st) , se verifica que:
• cuando h < x <0, Pk esunarepresentaciónde-irj(S3\Jp/q]) en cígrupo de isometrias hiperbólicas
que preservan la orientación, en el siguiente modelo de H3
¡¡3l/k ={(x,»,y~) ciR4 1 k2(st2±y2±y2)-’—12 1 ,t>0}
(que proyectaremos con frecuencia sobre el hiperpíano 1 = 1 como una bola de radio 1/Pc).
• cuando st = p~ es una representación de ir
1 (S
3 \ ¡p/q}) en el grupo de isometrías cuclideas que
preservan la orientación. Aquí estamos viendo el espacio cuclídeo E3 como el hiperpíano de E.4
HZ, = {(st,y,y,t> CE.4 ¡ 1 = 1 }
• cuando —4 < st < h, Ph es una representación de ~i(S3 \ [p/q]) en el grupo de isometrias esféricas
que preservan la orientación, en el siguiente modelo de la esfera S3
={(x,y,y,t) ciR4 ¡k¡2(x2-{-y2±z2)--12 z—í}
(que proyectaremos a veces sobre el biperpiano 1 = 1).
La elección de la función k(x) = senh 4(x) seria adecuada y natural, para obtener en el limite
isometrias cuclideas cuando st = 1< . Sin embargo, presenta el inconveniente de que no permite ver en el
limite, cuando st tiende a O (y a tiende a 0) , la estructura hiperbólica completa de volumen finito, En
efecto, cuando st — 0 , di — , y por tanto Pc —+ ±oo. En consecuencia, los modelos 111/k (que tras
proyectar sobre t 1 se ven como bolas de radio 1/Pc), degeneran en un punto cuando st -+ 0 . Para
evitar este problema, elegiremos normalmente (siguiendo el ejemplo del articulo [HLM
1]) la función
Pc = (tan(a/2) senli 4)¡ ces O (cuya interpretación geométrica veremos enseguida). Esta función no
tiende a cero cuando a — O , por el siguiente motivo. Consideremos el modelo de Mciii estándar de
radio 1 de U
3 , y fijemos el origen O = (0,0,0) como punto base. Sean A = ji(a) y B = ¡5(6) las
dos rotaciones que generan el grupo de holonomía. Sea 11a el plano bisector del segmento que une
el punto base O con su imagen A(O), y sea P es el punto de corte de 11a con el eje de la rotación
.8 (ver figura 8; compárese también con la figura 3). Entonces la segunda coordenada del punto 1>
es (tan(a/2) senlr 4)/ces O . (La comprobación de este hecho es un ejercicio de trigonomefria, que
haremos con detalle a continuación). Esta función Pc = (tan(a/2) senb d)/ ces O tiene además la ventaja
de que en la práctica simplifica los cálculos. Sin embargo, presenta también un inconveniente, ahora en
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el otro extremo del intervalo: cuando st -e —4 cx — ir y 4 — —iir/(2p) , y por tanto Pc — oc . El
modelo tiende a un segmento, y en consecuencia ahora no podremos ver la estructura de orbifomía
esférica de ángulo cónico ir . Como cualquier otra elección de función Pc es mucho más complicada, lo




Cálculo de las coordenadas del punto E
Recordemos que estamos considerando
distancia entre los ejes de las rotaciones A y
coordenadas del punto E son de la forma E
figura 8 (que es rectángulo en Q), se verifica
tanh dist(P, Q) . Como 9 = (0,0, tanh di) y
ahora el modelo de Klein de radio 1 de u~ . Como la
13 es 24 y O es el punto medio ente ellos, resulta que las
= (x,»,tanhd) . En eí triángulo hiperbólico PQS de la
la fórmula trigonométrica tan ¡(9SF) senh dist(Q, 8)
I’= (x,y,tanhdi) , resulta que
1 — tanh2 diceslvi dist(F, 9) =
1 —tanlAdi 1 —tauh di—st2 y2
1
V I — (st2 ±»2) cosh2 4
En consecuencia, tanh dist(F, 9) 322 + »2 cesh 4 . Corno dist(Q, 8) = 24 , resulta que
tan ¿ (9SF) senh 24 = st2 ±y2 cosh di , luego st2 + y2 — ‘2 tan ¡(952) senh di . Por otra parte
(comparar figura 3), (:ot O st/y luego ~2 ~ y2 = y cot O ±1 = y/( sen O) . En consecuencia,
y = 2senOsenhditan <QSP)
Determinemos ahora el ángulo ¡(98?) , teniendo en cuenta que los dos ejes de las rotaciones A y /3
























































Existe, pues, un triángulo recto esférico, en el que la hipotenusa mide ¡(98?) , un cateto mide a/2,
y el ángulo entre la hipotenusa y ese cateto mide ~ —20 . Se verifica entonces la fórmula trigonométrica
2
tan
tan¡(QSP)ces(J —20) = tan~ ,luego tan¡(CJ8P) = sen (20) . Por tanto,
senh di tan 2
2
sen O
sentí di tan 22e
ces O
5. LA ESTRIJCTUE.A DE OE.BIFOE.MA ESFÉRICA EN S3 CON SIN
DAD DE ÁNGULO ir EN UN NUDO O ENLACE RACIONAL
GULARI-
Es un hecho bien conocido (cf [Sb]; comparar [Con], [Mo
1]) que la esfera ~3 tiene una estructura
de orbiforma esférica con singularidad de isotropía 2 en cualquier nudo o enlace racional ~p/qj , Esta
estructura, que denotaremos (SS, ~p/q],ir) , es única a menos de isometría ([CZ], ver también [Boj y
[Sbj). Se obtiene como el cociente de ~3 bajo la acción del grupo diédrico de orden
2p generado por
ir
dos rotaciones A , 13 de ángulo ir , en tomo a dos ejes que están separados a una distancia de — y
p
forman un ángulo de . Un dominio fundamental para esta acción es la “lente” comprendida entre dos
esferas máximas en 53 que se cortan formando ángulo ir/p (ver la figura 9). De hecho, este dominio
fundamental es el dominio de Dirichlet centrado en el punto medio entre los dos ejes de rotación.
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u,
Identificamos, como en la sección anterior, 53 = { (st, y, z, 1) ci E.” ¡ ~2 + y2 + A + 12 —
~2 + ,~2 + ~2 + 2 = t} , y también con { (u, y) e
(O2 uñ ±zñ) = 1 } . Por lo visto en la sección anterior, sabernos que las isometrias esféricas
(q—1)ir
—‘¿e (u ~ ( o
1 - ______
¡ 1 (q±1)wk .-—v II íe
:)—¿.. 1k-7T (q.-1)~r—ic
0)
( u y (
—ti u) 1 -le
son dos rotaciones de ángulo ir en tomo a dos ejes,iw/2p -
= 1 (¡-1 e ¡-2(~2(PG)Ir/2P) ¡-1,
= { ~ «.~tir/2P ¡-2Ci&I r)r/2P) ri,í2CE.,¡-j±4=l}
Irque fonnan ángulo y están a distancia —
1> y
Conocemos, pues, la representación de holonomía 97. : iri(S
3 \ ~p/q])— 80(4) dc la orbifornia
esférica (S3, [p/q], ir) (a menos de conjugación). Si a y 6 son los generadores de la presentación estándar
de rr
1 (SS \ ~p/q]) , entonces las imágenes por 9r de a y b son las rotaciones A y 13 . respee~vamente.
Lo que todavía no sabemos es a qué representaciones ~ de wdS
3 \ jp/qJ) en SU(2) x 811(2) Y
80(4) se levanta p
7. . Si consideramos la cubierta doble X : 5(/(2) xS<J(2) — 80(4) definida por
y) = ~1 (u ij ~ , entonces existen en principio cuatro maneras posibles de e
a-












































O 2 o le’ 2 \~ \\
(g—I>,r +1>7. J
re 0 .11
donde a ci {±1}y ir ci {{1}
Si [p/q] es un enlace (es decir, si p es par), entonces las cuatro son dc hecho representaciones de
ir1 (53 \ Jp/q)) en 817(2) x 811(2) ,porque en la relación awC’w’ = 1 de la presentación estándar,
las letras a y 6 aparecen cada una (con o sin exponente) un número par de veces. Por tanto, si existe
una representación que envia a a A y 6 a 13 , entonces también existen otras tres representaciones que
envían a a ±Ay 6 a ±1?. Así pues, cuando (p/q3 es un enlace, p5., admite cuatm levantamientos a
SU(2) x 517(2)
En cambio, cuando [p/q) es un nudo, en la relación awk’ín’ 1 de la presentación estándar.
las letras a y 6 aparecen cada una (con o sin exponente) un número impar de veces. En consecuencia,
p,, sólo admite dos levantamientos a 817(2) x SU(2) , que son opuestos uno del otro (es decir, si uno
envia a —- A y 6 — 13 , entonces cl otro envía a —+ —A y 6 — —13 ). Oc las cuatro posibilidades
antes mencionadas, queremos saber cuáles son las que corresponden a estos dos únicos levantamientos
si las correspondientes al caso = 1 o los correspondientes a ar = —1 . En el primer caso, se
(q—1)Ir
tendrían dos representaciones Pi P2 de -ir1 (53 \ ~p/q]) en 8(1(2) con tr(pi (ab)) = —2ces y
p
½+ It ½—it (q + 1»r
tr(p2(ab)) = —2 ces . Por tanto, los puntos (0, —2 ces ) y (0. —2 ces
y y y
pertenecerían a la curva de trazas C~p/qj . En el segundo caso serian, en cambio, los puntos
ces <~‘)~ y (0, 2 cOs (q -1- 1)-ir(0,2 ) los que pertenecerían a la curva de trazas.
Ji, y
Por otra parte, por el trabajo de Burde ([Bu]) se sabe que la curva de trazas corta a la recta £ = O en
2v-ir p—Ilos puntos (0, —2 ces—) = 2 Por tanto, si [p/q) es un nudo (es decir, si y es impar),
y
(q—1»r (q±1»r
entonces los puntos (0,2 ces ) y (0,2 ces ) no pertenecen a la curva de trazas C~p/q]
y Ji
Asi pues, cuando [p/qj es un nudo, br admite dos levantamientos a 817(2) x 817(2) , que son:
¡5,,ja) = ( ( ~ ~~q2>~) ¡ íe - )
0 ix ¿it 2p )
= ( ( ~ ,49
—2:os ½— 1)v¡- —2 ces (q ±1»r
y su opuesto. Corresponden a los puntos (0, ) y (0, ) de C~p/q}
p 1>
(q—1)-ir (rj ±1)irEn el caso de un enlace, los cuatro puntos (0, +2 ces ) y (0, ±2ces ) pertenecen a
7) 2>
la curva de trazas (Jfr/q) . Sin embargo, consideremos cualquier estructura esférica cónica (S3, ~p/q¡,cx)
de ángulo cónico a (próximo a ir pero distinto de ir) en ambas componentes del enlace. Su bolonornía
p<, sólo admite dos levantamientos
42) y ¡5~ = (J3~, .132)
¡5* a 817(2) x 817(2) que verifiquen la siguiente condición: si

































e — w/(2p) y O — qir/(2p) , Por tanto, la representación ji,. de
ir
1 (53 \ ~p/q]) en 8(1(2) x 517(2) que aparece como limite de estos levantamientos cuando a — ir es,
como antes,








Pw(6) = ( tú N~ (o7 - (q+1»r





(De hecho, este mismo argumento sirve también para el caso de un nudo de dos puentes,
de recurrir al resultado de Burde).
sin necesidad
En resumen, supongamos que lp/q} es un nudo o enlace no toroidal, y supongamos cierta la conjetura
(enunciada en la sección 1) deque existe una familia de estructuras cónicas (53, jp/q], a) con a entre Uy
ir , que son primero hiperbólicas, luego degeneran en una cuclidea y a continuación son esféricas. Como
enlasección 1, denotemos porfl~p/qj lacomponente conexadel conjunto {(£,2) ci C¡p/q] 0< 5i <‘2>
que condene al punto (2, 2¿) (correspondiente a la estructura hiperbólica conipleta de volumen finito).
(q-—1»r (q±1)ir








6. UN ALGORITMO DE CONSTRU(OCIÓN DE LOS POLIEDROS DE
DIRI(OHLET
Supongamos ahora que M es una 3-variedad hiperbólica cónica compacta, con singularidad un enlace
Y? y todos los ángulos cónicos <2n . Sea p : ffj (M \ Ni) —- lse(H3) la representación de holonomia de
M.
En el capitulo III veremos que existe un punto base O ci ~ y un poliedro hiperbólico compacto 7’
(con un número finito de caras> que condene al punto O en su interior y verifica las siguientes propiedades:
(1) 7’ es estrellado en O
(2) existe un subeonjunto finito E c ~
1 (¡VI \ Y?) tal que el borde de 7’ está contenido en la unión finita
de hiperpíanos
U { st ci u3 ¡ 4(x, 0) = d(st, ¡rí(O)) }ye 1’
(en particular, O no queda fijo por ningún elemento de p(E));
(3) las caras de 7’ se pueden identificar dos a dos mediante isometrías hiperbólicas de la forma p’y
e E) , dando como resultado la variedad cónica M
El conjunto de puntos singulares de 7’ (es decir, los puntos que corresponden a puntos de Ni al
hacer las identificaciones en el borde de?) es una unión de segmentos disjuntos, y posiblemente algunos
puntos aislados, en el borde de 7’ . En un entorno de cualquier punto no singular p del borde de 7’ , el
poliedro 7’ es intersección de los semiespacios { st ci lvi” ¡ 4(st, O) =d(x, py(0)) } tales que hay una
cara de 7’ incidente en p que está contenida en el hiperpíano { st ci E3 ¡ di(w,0) = 4(st, wy(O)) ji . Es
decir, el poliedro 7’ es localmente convexo ffiera de la singularidad. Si todos los ángulos cónicos son
-ir entonces el poliedro 7’ de hecho es convexo y se puede escribir de la forma
7’= fl{stciW d(st,O) si di(st,p’y(0)) ji
yCl’
Este poliedro 7’ , que generaliza el dominio de Dirichlet de una orbiforma hiperbólica, se llama
poliedr-o de Dirich jet de ¡a variedad eduica M centmdo en el punto O (cf (1-1021, fKol, [ZI%J).También
existe para variedades euclideas y esféricas cónicas compactas con todos los ángulos cónicos < 2w
(Siempre que hablemos de una variedad cónica, se sobrentenderá que es hiperbólica, euclidea o esférica
y que todos sus ángulos cónicos son < 2ir.)
Si M es una variedad cónica con todos los ángulos cúficos <ir entonces para construir su poliedro
de Dirichlet centrado en un punto base dado O , basta conocer:
(i) la representación de holonomía p de n-
1(M \ Ni) en Iso(H~) (resp. Iso(E3) o Iso(S3))
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(u) la familia finita]? G ir¡(M \ Y?) que proporciona las caras del poliedro de Diriclilet.
Conociendo esto, el poliedro de Diríehlet 7’ no es más que la intersección finita de semiespaeJos
7’ = (3 {st CH3 di(st,0) si di(st,py(O)) ji
-Ye 1’
Hasta ahora hemos tratado únicamente el punto (i), en el caso particular en que M = 53 y Ni es
un nudo o enlace de dos puentes. El punto (u) se estudiará con detalle, en un contexto general, en los
capítulos III y IV. Aquí vamos a explicar la idea que guía todo ese desarrollo posterior, y vamos a exponer
algunos resultados que se demostrarán más adelante. Aunque a menudo hablaremos sólo de variedades
hiperbólicas cónicas, todo lo que vamos a decir es también válido en el caso cuclideo o esférico.
Sea M una 3-variedad hiperbólica cénica compacta, y sea sto ci Al \ Y? un punto base arbitrario.
Consideremos la cubierta universal del complemento de la singularidad, M \ Y? , que líereda unaestructura
de variedad hiperbólica (no completa). El grupo fundamental ir
1 (Al \ Ni, sto) actúa en ella como un grupo
discreto de isometrias, de modo que M \ Ni es isométrica al cociente de Al \Ni bajo la acción de
n(M \ Y?, sto) . Si 55o es un levantamiento cualquiera de ~o a M \ Y? , entonces podemos definir eldominio de Dirichlet con centro en 55n para esta acción discreta de ir
1 (M \ Y?, sto)
7> = ji 55 ci M\Ni d(55, 55o) =4(55, .y3$~) para todo ‘y ci ir1 (M \ Ni, sto) ji E Al\Y?
Aunque 7’ no es compacto (y por tanto podría tener en principio infinitas caras), veremos en el capitulo
III (lema 2.4) que de hecho si tiene un número finito de caras. Esto se deduce de que la completación
dc Al \ Y? (que es la variedad M) sea una variedad cónica, lo cual permite controlar el comportamiento
de los tenninales de 7’
Existe, pues, un subeonjunto finito E de ir, (M \ Y?, st0) tal que
7’ = { 55 E? M\Ni 1 4(55, 55o) si 4(55, ‘y55o) para todo ‘y ci E ji
El subeonjunto F más pequefio que cumple esta propiedad es el que está formado por todos los ‘y ci
ir~ (Al \ Y?, st
0) , ‘y ~ 1 , tales que 7’ n ‘-~-P tiene interior no vacio dentro del borde de 7’ (es decir, lo
que llamamos facetas propias de 7’ ). Sin embargo, para estudiar deformaciones será útil considerar un
subconjunto finito algo más grande que este 1’ . Lo denotaremos por E , y es el que está formado por
todos los-ye ir1 (M\Ni, :ro) ‘y ~ 1 ,tales que PA’yP # O (es decir, lo que llamamos facetas generales
de 7’ ).
Sea D : M \ Y? -— E3 una aplicación desarrolladora, p : -ir1 (M \ Y?, sto) — lso(H3) la correspon-
diente holonomía, y sea O = D(55o) . Entonces el poliedro de Dirichlet de M centrado en O no es más
52
que la completación de la imagen de 7’ por D
7’=D(IP)
Como M\Ni no es completa, la aplicación desarrolladora D es unaisometría local pero no una isometria.
Por tanto, en principio la imagen D(P) podría tener autointersecciones. Sin embargo, si todos los ángulos
cónicos de M son < 2ir , entonces probaremos que la restricción de D al dominio 7’ es inyectiva, y
es por tanto una isometria sobre su imagen. Si 55 ci 2 verifica que 4(55, 55o) 4(55,#n) entonces
4(D(55), D(-7o)) = di(D(55), D(’y550)) = di(D(55),p’y(D(550))) , luego D(55) pertenece al hiperpíano
{ st ci H3 4(st, 0) = di(st, ,ry(0)) ji . En consecuencia, 7’ = D(7’) es un poliedro hiperbólico compacto
cuyo borde está contenido en la unión finita de hiperpíanos U { st C H3 ¡ 4(st, O) = 4(st, p’y(O)) ji
yC F
Dada una 3-variedad hiperbólica conica compacta Al , en general no sabemos determinar el sub-
conjunto finito E c iri(M \ Ni sto) que proporciona las caras del poliedro de Dirichlet 7’ . Esto ya es
un problema muy dificil en el caso de una orbiforma hiperbólica, pero lo es aún más cuando se trata
de una variedad cónica general. Si M es una orbiforma hiperbólica, entonces se sabe que su poliedro
de Oirichlet 7’ centrado en un punto no singular O es la intersección de todos los (infinitos) semiespa-
cios { st ci H3 ¡ 4(st, O) si 4(st, p’-y(0)) ji con ‘y ci -ir
1 (M \ Ni, sto) . Por tanto, para construir 7’ basta
ir intersecando familias finitas, cada vez más grandes, de estos semiespacios, con la seguridad de que
este proceso terminará antes o después por proporcionar el poliedro 7’ . Sin embargo, si M es una va-
riedad cónica pero no una orbiforma, entonces es falso que 7’ sea intersección de todos los semiespacios
ji st E H~ [di(st, O) ~ád(st, p’y(O)) ji con ‘y ci ~ (M \ Ni, st0) . Por tanto, es necesana una selección muy
cuidadosa de los semiespacios que se van a intersecar pam definir 7’ , y a priori no se tiene ninguna
información que haga posible una tal selección,
En cambio, si partimos de una cierta variedad cónica M0 dada, para la cual conozcamos ya un
poliedro de Dirichlet
7’o , entonces podemos “deformar” el poliedro 7’o para conseguir poliedros de
Dirichlet de variedades cónicas “próstimas” a Al
0 (en un sentido que se precisará en el capitulo IV). Esto
se hace mediante un algoritmo que se describió en la introducción de la tesis y que se demuestra en el
capitulo IV.
La idea que permite deformar el poliedro de Dirichlet inicial Po se esbozó en la introducción de la
tesis, y es muy sencilla. Supongamos que en la misma variedad subyacente Al0 ponemos otra estructura
hiperbólica cónica distinta, próxima a la inicial (en el sentido cuasi-isométrico que se definirá en el
capitulo IV), y con la misma singularidad Ni . A la nueva variedad cónica la denotaremos por Al
Entonces la cubierta universal M \ Ni tiene una métrica próxima a la de M0 \ Y? Consideremos los
dominios de Dirichlet
2o y 2 , con centro en el punto base st
0 , para la acción discreta por isometrias
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de -irj (Al \ Ni, sto) en Al11 \ Ni y , respectivamente. Vamos a quedamos con una parte compacta
de ambos dominios, por ejemplo la que se proyecta sobre el complemento en Al de un pequeño entorno
tubular de>? . Por abuso denotación, llamaremos Po\ N(Ni) y P\ N(Ni) a estos dominios truncados.
Habíamos definido un subeonjunto finito fo de -ir¡(M \ Ni, st0) , formado por los ‘y ci ¿rj(M \ Ni sto)
tales que Pon ‘y7% ~L 91. Entonces
7’o U (U tpo) es un entorno de 7’
0en Al0 \ Ni. Pues bien.
-Yc l-()
lo que ocurre es que, al defonnar ligeramente la métrica, 7’ u ( U ‘yr) sigue siendo un entorno del
ycW
nuevo dominio de Dirichlet truncado 7’ \ N(E) en M\Ni . Es decir, si ‘yP es un trasladado que toca a
7’ \ N(Y?) en algún punto, entonces ‘y ci 10 (cf. capitulo IV, teorema 2.3). Por otra parte, si 1% fl ‘yPo
tiene interior no vacio en cl borde de
7>o , entonces PM ‘y? tiene también interior no vacio en cl borde
de 7’ . No obstante, las relaciones de incidencia entre esta cantidad finita de trasladados dc 7> si pueden
cambiar. Esto es lo que hace que pueda cambiar el tipo combinatorio del poliedro de Dirichlet, litera de
un entorno de la singularidad.
El siguiente ejemplo en dimensión 2, que se mostró ya en la introducción de la tesis, puede clarificar
un poco lo que ocurre. En la figura 10 se muestran dos teselaciones del píano cuclídeo por los dominios
de Dirichlet correspondientes a dos estructuras cuclídeas (no singulares) en el toro . En la primera.
el grupo de holonomia está generado por dos traslaciones en direcciones pemendiculares: T¡ (st, y) =
(st + l,y) , r2(st,y) = (st,y + 1) . En la segund~ el grupo de holonomia está generado por las
traslaciones ri (st, y) = (st + 1, ti) y ‘2(32v) = (st + 1, ~ ±1) , donde /. > O es pequeño. Se observa que
los polígonos de Oiricblet pasan de ser cuadrados a ser hexágonos, pero los ocho dominios que rodean








Obsérvese que es esencial considerarel dominio de Dirichlet truncado P\N(Ni) ,que es compacto.
En general es falso que 7> U ( u ‘y~) sea un entorno de todo 7> . Otro ejemplo en dimensión 2 (que
y&o
se vio también en la introducción de la tesis), muestra lo que puede pasar. Pensemos en la orbiforma
cuclídea cuyo espacio subyacente es la esfera Y , con tres puntos cónicos de ángulos 2ir/3 , 2<3
2<3 . El grupo de holonomia está generado por dos rotaciones pi, P2 de ángulo 2<3 . En la figura 11
se muestra una teselación del plano euclideo por el dominio de Dirichlet 7> centrado en el punto medio O
entre tos puntos fijos de pj y P2 , y todos sus trasladados. Todos los vérrices de la teselación son puntos
singulares. Los polígonos sombreados son los dominios que tocan a 7> en algún punto no singular.
Vamos ahora a desplazar ligeramente el punto base 0, dc modo que ya no esté en el segmento que
une los puntos fijos de p~ y P2 . Esto se puede interpretar como un tipo particular de deformación. En la
figura 12 se muestra la nueva teselación del píano euclídeo. Se observa que han aparecido varias caras
nuevas, correspondientes a dominios que antes sólo tocaban a 7’ en un punto singular. En la cubierta
universal de Y menos tres puntos, esos doniinios no tocaban en absoluto al correspondiente 7>. Por otra
parte, en este caso concreto en que se trata de una orbiforma, sólo hay un número finito de trasladados
del dominio de Dirichlet en tomo a cada punto singular Sin embargo, para una variedad cónica general
puede haber infinitos trasladados que incidan en un punto singular (hablando intuitivamente). Esto es lo




En relación con esto, pensemos lo que ocurre al defonnar la estructura completa de volumen finito
en el complemento de un nudo hiperbólico Y? en 53 , El dominio de Diríchlet para esta estructura es
un poliedro hiperbólico 7> (no compacto) con un número finito de caras (cf. ¡Rat]). Quitemos de 7> un
entorno N(Y?) de los puntos cuspidales. Por lo que hemos visto antes, el tipo combinatorio del poliedro
truncado 7> \ N(Y?) sólo puede variar de una cantidad finita de maneras al hacer deformaciones pequeñas.
Pero por otra parte, se sabe que cualquier variedad Al obtenida por cimgia de Dehn en el nudo Ni tiene
estructuras hiperbólicas cónicas con singularidad el ánima de la cirugía y ángulo cónico arbitrariamente
pequeño (cf 1Thu11}. Por tanto, [o que cambia de una infinidad de fonnas distintas es el entorno N(Ni)
Según cuál sea la cirugía de Dehn aparecerán diferentes caras nuevas en el poliedro de Dirichlet de Al
que estarán contenidas en un entorno de la singularidad.
Sin embargo, si tanto M0 como su deformación M son variedades cónicas con el mismo espacio
subyacente y la misma singularidad, entonces no se pueden producir fenómenos tan patológicos como el
que acabamos dc describir De hecho, veremos en el capítulo IV (teorema IV.3.2) que el conjunto de caras
que pueden aparecer en el poliedro de Dirichlet deformado 7> dentro de un entorno de la singularidad,
está también acotado por un conjunto finito, que llamaremos el conjunto de facetas singulares de Po
Este conjunto está bien determinado y es calculable a partir del poliedro de Dirichlet inicial Po
Supongamos ahora que conocemos un poliedro de Dirichlet 7% (con centro en un cierto punto base
O) para una estructura hiperbólica cónica Al0 con singularidad Ni . Supongamos que tenemos además una
familia continua de representaciones p¿ de -ir1 (M \ Ni) en Iso(H3) , tal que Po es la holonomia de Mo
y tal que Pt envía los meridianos de Ni a rotaciones. Entonces el siguiente algoritmo permite construir
poliedros de Dirichlet para estructuras hiperbólicas cónicas en la misma variedad, con singularidad Ni y
holonomía pt , para t suficientemente próximo a O (ver la sección 4 del capítulo IV):
Fase 1:
(1) Se determinan los conjuntos dc facetas generales y singulares de Po
— Determinación del conjunto E de facetas generales, a partir del poliedro:
Se verifica que ‘y ci E si y sólo si existen dos puntos no singulares st , y en el borde de 7>o
tales que st se identifica con ti , y el segmento que une el punto base O con st , seguido del
segmento que une y con O , es un lazo homótopo a ‘y en M
0 \ Ni
Determinación del conjunto ~ de facetas singulares, a partir del poliedro:
La descripción de las facetas singulares es más complicada. Hay que considerar todos los pares
dc puntos singulares st y en el borde de
7’o , tales que st se identifica con y . Se consideran
los segmentos que unen el punto base O con st e y, respectivamente, y se elige un pequeno
meridiano pi de la singularidad Ni, que corte a estos dos segmentos en sendos puntos. La clase
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de homotopia de cualquier curva cerrada simple, contenida en el grafo que determinan los dos
segmentos y el meridiano pi , es una faceta singular.
(2) Para 1 suficientemente próximo a O , se calculan los píanos bisectores correspondientes a las facetas
generales de 7’o , H’y(t) = { st ci H2 ¡ d(st, O) = d(st, p¿’y(O)) ji , ‘y ci Ji’ Con ellos, se construye de
manera explicita un poliedro Pt
— Si los ángulos cónicos de 7>o son <ir , 7>~ no es más que la intersección de todos los semies-
pacios correspondientes a las facetas generales de 7>o
= {st CH3 4(st,O) =d(st,,oo(O)) para todo ‘y ciB}
— Si 7’o tiene algún ángulo cónico > ir , entonces la definición de 7’~ es algo distinta. Ahora
hay que determinar, para cada punto no singular st del borde de 7>o , el subeonjunto finito
e ~1(Mo \ Ni) formado por los elementos ‘y tales que 7’o fl ‘yPo = 55 en MO\Y? (donde
st = D(55)) . De hecho, ‘y ci F(st) si y sólo si existe otro punto no singular y en el borde de
Po tal que st se identifica con y , y el segmento que une el punto base O con st seguido del
segmento que une ti con O , es un lazo homótopo a ‘y en Alo \ Y? . Para cada punto no singular
st del borde de 7>o , elegimos un pequeño entorno abierto 1732 de st en , tal que
(132 ~7’o = ji ~ ci Ust ¡ 4(z, O) =dQz, po’y(Q)) para todo ‘y e Wst) 1
Quitamos de 7’o un pequeño entorno N(Ni) de la singularidad, y recubrimos 7>o \ N(Y?) por una
cantidad finita de abiertos Ust~, . , Ust,~ . Entonces Pt es un poliedro (en general no convexo),
con todas sus caras contenidas en la unión de planos bisectores H~(t) , ‘y ci E , y tal que
Ust~ O Pt = ji z ci Ust~ ¡ 4(z, O) ~ 4(z, pa(O)) para todo ‘y ci F(st,) ji para i = 1 n
(3) Se truncan algunos vértices o aristas de ‘Pt de modo canónico, de tal forma que las caras del
poliedro truncado Q~ se identifiquen dos a dos mediante isometrías hiperbólicas, para dar lugar a
una estructura hiperbólica en el complemento de un entorno tubular N(Ni) de la singularidad (el
borde de N(Ni) está formado por las nuevas caras aparecidas en Q~ al realizar el truncamiento).
Fase 2:
(3) Se construyen todos los posibles poliedros que son extensión de Q~ y tienen todas sus caras con-
tenidas en la unión finita dc píanos bisectores H’y(t) , donde ‘y recorre todas las facetas generales y
singulares dc 7’o . Existe un número finito de tales poliedros.
(4) Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se identifican dos a dos mediante isometrias
hiperbólicas para dar lugar a la estructura cónica M~ . Por el Teorema de Cirugia Hiperbólica
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de Thurston, sabemos que ha de existir uno que verifique esta condición, y ése es el poliedro de
Dirichlet buscado 7’~ . (Según un teorema de Hodgson-Kerckhoff [HK] sobre rigidez de variedades
hiperbólicas cónicas, debe ser además único.)
El algoritmo es análogo en los casos cuclideo y esférico.
Ejemplo: la orbiforma esférica (S3, [p/q],ir)
Denotemos por Al,. la orbiforma esférica de espacio subyacente Y , con singularidad un nudo o
enlace de dos puentes [p/q] y ángulo cónico -ir , Entonces M,. tiene un dominio de Dirichlet 7>,. que
es la “lente” comprendida entre dos esferas máximas en Y que se cortan formando ángulo w/p . La
singularidad son dos arcos de círculos máximos situados en cada una de estas dos esferas formando
ángulo q-ir/p , y f2p puntos sobre el ecuador de la lente, situados a igual distancia cada uno del siguiente
(ver la figura 13).
Veremos en la sección 6 del capítulo III, que el conjunto F está formado en este caso por todas
las palabras g(a, b) en el alfabeto fa, b, a1, ¿7 ‘ji formado por los generadores a ,b y sus inversos
b1 ,tales que alguna permutación ciclica de la palabra au’¿7’w’ , también escrita en el alfabeto
jia, b, a~, b< ji , comienza por g(a, b) . Es decir, g(a, b) ha de ser un segmento inicial de alguna
permutación cíclica de la relación awb’1uJ1 (resp. awa’w1 si jp/q] es un enlace). En particular,
usando que awV’uC’ = 1 ,siempre se puede suponer que la palabra g(a, b) tiene como mucho longitud
p . De hecho, cada uno de los 2p segmentos en que el ecuador de la lente 7>,. queda dividido por los
2p puntos singulares, tiene asociada una permutación cíclica c(awk’w’) de la relación, de modo que
para todo punto no singular st contenido en ese segmento, g(a, b) ci 17st) si y sólo si a(awV1w’)
empieza por g(a, b) . (En particular, cada 17st) tiene 2p — 1 elementos). Por ejemplo, para el nudo [5/33
o nudo de a ocho, se tiene:
Figura 13. El dominio 7>,. para el nudo [5/3]
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17z) = { comienzos de
a¿7’(a’ba¿7’)a(6a’¿7’) }
fQx) = { comienzos de P(st) = { COILIOflZO5 de
(ba¿7’)a(bos ‘¿7 ‘a)k 1a1 ji (¿1- ‘a)¿7’ (C’ba¿7 )a(ba~’) ji
f(r) = ji comienzos de 12(r) = teomienzos de
a(ba’¿7’a)¿7’(a~’ba¿7’) ‘)a(bC’M1a)M’(a’b) ji
— ji comienzos de
12(r) = ji comienzos de
(ba’V1a)¿7’ (C’ 6aM1 )a ¿7’a(boft’¿7’a)¿7’(a’ba) }
f(st) = ji comienzos de í’(st) = ji comienzos de




Además, las facetas singulares coinciden con las facetas generales (cf. observación IV.3.2). Por
tanto, basta aplicar la fase 1 del algorilmo anterior, para construir poliedros de Oiriehlet de estructuras
esféricas cónicas en (SS, [p/q]) con ángulo cónico próximo a ir . Es conveniente elegir siempre como
punto base el punto medio entre los ejes de las dos rotaciones ¡o(a) , ,o(b) que generan el grupo de
holonomia.
De esta manera podemos desplazamos a lo largo de un camino continuo de holononiias, construyendo
las correspondientes estructuras cónicas, hasta que se produzca un cambio de tipo combinatorio o una
degeneración. Si se produce un cambio de tipo combinatorio, entonces podemos proseguir más allá, pues
basta repetir el proceso para deformar el último poliedro obtenido, y asi sucesivamente. Sabemos que
mientras exista una familia uniparamétrica continua de estructuras esféricas cónicas en (Y, [p/q]) , con
ángulos cónicos que varian en un intervalo compacto, el tipo combinatorio de los poliedros de Dirichlet no
puede cambiar infinitas veces (ver observación 1V4.4). Por tanto, de este modo podemos aproximamos
hasta la primen degeneración que se produzca a lo largo de este camino de holonomias. Si se trata de
una degeneración euclidea, entonces podemos pasar a través de ella para continuar con una familia de
estructuras hiperbólicas cónicas, mediante el procedimiento de cambio de escala (cf, [Po]).
Aunque desde el punto de vista teórico, la estructura de orbiforma esférica (SS, {p/qj, ir) es un punto
de partida asegurado para comenzar las deformaciones, en la práctica es más cómodo empezar desde una
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orbiforma (cuclidea o hiperbólica) (SS, [p/q], 2ir/n) , donde u > 3 . El motivo es que, como liemos
visto, la fase 1 del algoritmo es más fácil si se comienza con ángulos cónicos < ir . Esto es lo que se
hizo en realidad en los ejemplos del capitulo II; la experiencia conseguida con el articulo ~HLM1Jy con
otros ejemplos facilitó en esos casos la construcción de dominios de Dirichlet para orbifornias del tipo
(S~
3, U>/qj 25r/n)
Para poder construir los poliedros de Dirichlet sólo nos falta, pues, saber la expresión explícita para
el plano bisector de un segmento en U3 , E3 o 53 , También serán muy útiles algunas observaciones
sobre las identificaciones dc las caras y aristas de los poliedros de Dirichlet, y sobre sus propiedades de
simetría.
Ecuaciones de los planos bisectores
Para construir los poliedros de Dirichlet siempre vamos a elegir como punto base el origen de
coordenadas, ya sea en el modelo de Klein de it , o en el espacio euclideo £~ , o en el modelo
proyectivo de la semiesfera superior S.~ . Por tanto, nos interesa calcular los planos bisectores de
segmentos que unen el punto base O = 0 : O : O 13 ci RE:3 con otro punto E = [a : b e: 4] ci RE3
(1) Caso hiperbólico:
Si estamos en el modelo de Klein de U3 , entonces E será imagen de O mediante un elemento
g ci 80(3,1), ypor tanto podemos suponerque a2±b2±e2—42= —1 , La ecuación del plano bisector
del segmento OP es, entonces,
ast ±by ±ez = 4 —
(En efecto, consideremos el modelo del hiperboloide E3 = ji (st, y, z, t) ci Rf 1 st2 + ~2 + ~ =
—it > 0} . Sean u , y los vectores posición de dos puntos en U3 , y sea U el biperpíano vectorial
de 14 que corta a Izi~ en el plano bisector del segmento que une los puntos u y y . Sea w un vector
ortogonal a fi (para e! producto escalar de Minkowski de 14). Entonces:
(1) w es combinación lineal de u y y
(4) si denotamos por 4(u, TI) la distancia del punto u al plano fi en , y denotamos por <, > el
producto escalar de Minkowski en 14 , entonces <u, w> = ±[w¡ senh 4(u, TI) donde el signo es
positivo o negativo según que u y w estén o no al mismo lado de lii . Como u y y equidistan de
fi y están a lados opuestos de él, resulta que <u, w> = —(y, w>
Como <u,u> = <v,v) = —I ,podemossuponerentoncesquew = y—u. Enparticular, si u = (00,0,1)
y y = (a,b,e,d) ,entonces w = (a b,e,4 —1) , y II tiene ecuación az +bp + ez —(4— i)t = 0. Al
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proyectar sobre el hiperpíano 1 = 1 desde el origen de Rl-, para pasar al modelo de Klein, se obtiene la
ecuación ast + by + ez = d — 1 para el plano bisector).
(2) Caso esférico:
Análogamente, si estamos en S~ , entonces E será imagen de O mediante un elemento y ci 80(4)
y podemos suponer que a2 + 62 + e2 ±42 = 1 . Por los mismos argumentos, el píano bisector del
segmento que une O con E en 53 ,es la intersección con S~ del hiperpíano vectorial de R4- ortogonal al
vector (a, b, e, 4—1) ,es decir, el hiperpíano asr+b’y±ez±(d—1)t = O . En consecuencia, sise proyecta
desde el origen de R4 sobre el hiperpíano t = 1, resulta que el plano bisector de O = [0 : 0 0 :1] y
E = [a : 6 : e 4] es
ast + by + ez = 1 — 4
(Suponemos que 4 # ±1).
(3) Caso euclídeo:
Si estamos en E3 , entonces E es imagen de O por una afinidad de R3 , luego podemos suponer
que 4 = 1 . Entonces la ecuación del plano bisector es
a2 ±62+e2
ast + Uy + ez =
2
(4) Transición automática de la geometría hiperbólica a la esférica por cambio de
escala:
Supongamos que para cada 1? ci R tenemos una matriz gR ci SL(4, C) que depende de manera
continua de R y verifica que:
• sil? ~ 0 , entonces gR preserva la forma cuadrática de ii~ de matriz (E ~ —1)
• cuando 1? = O , gr~ preserva el hiperpíano 1 = 1 de R4 -, y actúa en él como una isometria cuclidea.
(Recordemos que ésta era la situación que teníamos en la sección 4 (iv)).
Denotemos por E = (a, 6, e, 4) la imagen del punto O = (0,0,0,1) mediante gj~ , donde a, 6, e, 4
son funciones continuas de E. Se verifica que Ea2 + Rl? + Re2 ....42 = —1 , y además 4 = 1 si E. = O
‘Vamos a suponer además que 4>0 si E> O y 4 ~ —1 para todo E.
(i) Si E > O , entonces g~ es una isometria hiperbólica en el siguiente modelo de H3 , que vimos en
la sección 4:
= {(st,y,z,t) GR4 ¡ R(st2 ±y2+z2) ~t2 = —1,1> 0}
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*Si hacemos el cambio dc coordenadas st’ = x/iñix , y’ = ~ti , z’ = Hz , t’ = t , entonces
pasamos al modelo estándar del hiperboloide de H3 . En consecuencia, el plano bisector de los




Como Ña2 + Rl? + Re2 ~42 = —i , resulta que 4 + , y en consecuencia
podemos escribir la ecuación del plano bisector como
a2 +62+e2
am-bbti+ez= ~ *
O bien, si proyectamos desde el origen de R4 sobre el hiperpíano t = 1 para pasar a un modelo
proyectivo,
a2 ±62+c2
ast + ½>+ ez = (1+1
(u) Si R = O , entonces la restricción de tin al hiperpíano t = 1 es una isometría cuclidea, por hipótesis.
Por tanto, 4 = 1 , y la ecuación del plano bisector de los puntos O = (0,0,0,1) y E = (a, 6, e, 4)
es
+ ~ = a2 +62 +e2 a2 +62 ~<~2 e’ast+ >9 4+1 —
a,
(iii) Si E. < O , entonces BR es una isometría esférica en el siguiente modelo de 53 , que vimos en la —.
sección 4:




Si hacemos el cambio de coordenadas st’ = ¡R¡st , ~‘ = H¡y , z’ = 1<: , 1’ = t
entonces pasamos a la esfera unidad estándar ~3 . En consecuencia, el plano bisector de los puntos —
a,







O bien, proyectando sobre el hiperpíano t = 1 y teniendo en cuenta que 4 ~ —1 por hipótesis, *5<
e’
a2 +62±e2 —
ast + 6y + ez = 4+1 —
a,
En resumen, en los tres casos los planos bisectores quedan determinados por la misma fórmula: e’
a2 ±62± e2 —
ast + by + ez =
4+1 a,
e.’62
Algunas propiedades de los poliedros de Dirichlet
Supongamos que M es una 3-variedad cónica hiperbólica, euclídea o esférica con todos los ángulos
conícos <-ir . Entonces existe un subconjunto finito 12 G -iri(M \ Ni) tal que el poliedro
7> = ji st E X ¡ 4(st, O) =d(st, p’y(O)) para todo ‘y ci 12 ji
es un poliedro de Diriclilet para M . (Aqui X denota el espacio modelador H3 , E3 ó 5%ypdenota
la holonomia de M).
Para cada ‘y ci r
1 (M \ Ni) , denotaremos por H’y el hiperpíano
J-I’y=jistciX j 4(st,O)=4(st,p’y(O))}
Podemos suponer que H~ fl 7> tiene interior no vacio en el borde de 7> para todo ‘y E 1? . Denotaremos
entonces F’y = H’y fl 7> y diremos que F~ es una “cara” de 7>
Se verifican entonces las siguientes propiedades:
(1) Si ‘y ci 12 , entonces también ‘y~ e 1? , y la cara F’y se identifica con la cara F i mediante la
‘y
isometría p’y~
(2) Si E = Y’y1 n ~‘y2 es una arista de 7> , entonces E se identifica mediante la isometria ¡o’y~ con la
arista fl IL<.u1~ . (Obsérvese que H 1 flP puede tener interior vacío en el borde de 7>
‘yj’y2
por eso no escribimos
(3) Si ‘u = F~ nF~2 flF’y3 es un vértice deP, entonces ‘use identifica mediante la isometría p’yj 1 con
el vértice fj...i fu...1 ~ . (De nuevo, puede ocurrir que nP o ~
tengan interior vacío en el borde de 7> ).
Estas propiedades son fáciles de comprobar cuando M es una orbiforma (es decir, cuando el grupo
de holonomía O = p(iri(M\Y?)) es un grupo discreto de isometrías de X y Mes el cociente X/0) , y se
demuestran en general para variedades cónicas en el capitulo III. Facilitan en gran medida la comprobación
de los pegados de las caras del poliedro de Dirichlet.
Otra propiedad muy útil es la siguiente. Supongamos que ~ : M —> M es una isometría dc M que
deja fijo el punto base elegido para el poliedro de Dirichlet. Entonces existe una isometria ~i’ del espacio
modelador X que deja fijo el punto base O y es una simetría del poliedro de Dirichlet 7> centrado en
O (cf sección ‘7 del capítulo III). En particular, p pertenece al normalizador del grupo de holonomía
pQrj (M \ Y?)) dentro de lso(X) . Denotemos por ~, el isomorfismo de ir1(M \ Ni) inducido por < . Si
es una cara de 7> , entonces Fip~’y también es una cara de 7> , y .F<~ = soCF’y)
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u,
Por otra parte, supongamos que M0 es una orbiforma, con holonomía ¡oo y supongamos que y
pertenece al normalizador del grupo de holonomia po(ir,(M \ Ni)) en Iso(X) , y además fija el punto
base O . Entonces es fácil comprobar que y es una simetría del poliedro de Diriehlet
7>o centrado en
O . Supongamos ahora que M es una variedad cónica con el mismo espacio subyacente que M
0 y con
holonomía ¡o próxima a ¡o<~ . Si y también pertenece al normalizador de p(ir1 (Al \ Ni)) en Iso(X) -
entonces y es también una simetría del poliedro de Dirichlet 7> de Al centrado en O
El caso particular que nos interesa es el de las estructuras cónicas en con singularidad un nudo o
enlace de dos puentes [p/q] . El grupo fundamental ir, (53 \ [p/q]) está generado por dos meridianos a
6, y por tanto el grupo de holonomia está siempre generado por dos rotaciones A y B en tomo a dos ejes —
disjuntos. Tomemos como punto base O el punto medio entre los dos ejes. La rotación Z de ángulo ir
en tomo a la perpendicular común a los ejes de A y E, siempre es una simetria del poliedro de Didchlet
7> centrado en O . Si además A y B son rotaciones del mismo ángulo (como ocurre siempre en el caso *
e’-
de un nudo), entonces las rotaciones X , Y de ángulo ir en tomo a las dos “bisectrices” de los ejes de
A y B que pasan porO , son también simetrias del poliedro 7> . El isomorfismo 4z de wi(S
M \ [~>/<‘])
inducido por 21 envía a —~ a1 y 6 —+ Ir’ . El isomorfismo ~ de ir¡ (SS \ [p/q]) inducido por X envía
e’



































En este capitulo vamos a mostrar ejemplos concretos de estructuras cónicas hiperbólicas, cuclideas
y esféricas en con singularidad algunos nudos o enlaces de dos puentes, que se han podido construir
explicitamente con la ayuda del programa Mathematica.
Concretamente, se van a exponer los siguientes ejemplos:
(1) Una familia de estructuras hiperbólicas cónicas en Y con singularidad el nudo de a ocho (o nudo
racional [5/3)) y ángulo cónico a que varia entre O y -y Cuando el ángulo cónico es 0, se tiene la
estructura hiperbólica completa de volumen finito en el complemento del nudo de a ocho. Cuando
2qr
a se hace igual a -y , (a familia de estructuras hiperbólicas cónicas degenera en una estructura
cuclidea cónica, y a continuación se transforma en una familia de estructuras esféricas cónicas, hasta
que el ángulo cónico se hace igual a ir.
(2) Una familia de estructuras hiperbólicas cónicas en la variedad obtenida por cirugía de Dehn de tipo O
en el nudo de a ocho, con singularidad el ánima de la cirugía y ángulo cónico que varia entre O y 2w.
Cuando el ángulo cónico se hace igual a 2w, sc produce una degeneración en una geometría de tipo
Sol. En la sección 3 se describe un nuevo modelo de Sol (encontrado también independientemente
por E. Molnár [Mol] y por B. Thiel [Thifl, que permite pasar con continuidad de esta familia de
estructuras hiperbólicas cónicas a la estructura Sol límite mediante un adecuado cambio de escala,
(3) Una familia de estructuras hiperbólicas cónicas en 53 con singularidad el enlace dc Whitehead (o
enlace racional [8/3]) y el mismo ángulo cónico a en las dos componentes, que varía entre O y un
cierto valor exo . Como en el primer ejemplo, cuando a = a0 la familia degenera en una estructura
cuclídea cónica y se convierte a continuación en una familia de estructuras esféricas cónicas, hasta
que el ángulo cónico se hace igual a ir.
(4) Una familia de estructuras esféricas cónicas en , con singularidad el enlace de Whitehead y ángulo
cónico constantemente igual a ir en una de las componentes del enlace. El ángulo cónico a en la
otra componente varia entre ir y ir/2 , y cuando a se hace igual a <2 se produce una degeneración
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e9,
en una orbiforma Nil. En la sección 6 se describe un nuevo modelo de Ml (también descubierto
9,independientemente por E. Moinár [Moll y por Riel [‘fhiJ), que permite pasar con continuidad de —
esta familia de estructuras esféricas cónicas a la estructura Ni! limite mediante un adecuado cambio —
de escala. —
e’
e’Estos ejemplos se han construido siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo 1, es decir,
e’determinando poliedros de Dirichlet para las distintas estructuras cónicas. La construcción se realiza en
tres pasos: —.
(1) Partiendo de la curva de trazas del nudo o enlace racional considerado, se calculan las representa- —
a,
ciones de holonomia para la familia dc estmeturas cónicas buscadas. El grupo de holonomia está
siempre generado por dos matrices de GL(4 R) cuyas entradas son funciones de un parámetro real —,
u , que se pueden escribir explicitamente. —
a,
(2) Para un valor concreto del parámetro u (elegido arbitrariamente), se construye “a mano” un poliedro e..
de Dirichlet 7> para la representación de holonomia correspondiente. Para ello son muy útiles —.
las observaciones expuestas en la sección 6 deI capitulo 1. Este paso, que sólo involucra cálculos —
•1
aproximados, se puede realizar para cualquiernudo o enlace racional [p/q] , para obtenerun poliedro —
dc Dirichlet (aproximado) de cualquier estructura cónica (SM, Ip/ql a) con (Y < ir . Las verdaderas
dificultades computacionales aparecen en el siguiente paso. e’-
a,
(3) Se determinan expresiones simbólicas, en témiínos del parámetro u, para los vértices del poliedro dc
Dirichlet 7> obtenido en el paso anterior A menos que ocurra algún cambio de tipo combinatorio.
u,
esto define ya una familia uniparamétrica de poliedros de Dirichlet para las estructuras cónicas
e
buscadas. Si se produce algún cambio de tipo combinatorio, hay que volver al paso 2 con otro valor a,
concreto del parámetro, y repetir el proceso. Este tercer paso involucra la multiplicación de matrices e’-
e’
4 x 4 cuyas entradas son funciones del parámetro u, y la resolución de sistemas de ecuaciones
e.lineales que dependen de ese parámetro. Por ello sólo se puede realizar en casos especialmente
simples.
u’
De hecho, la utilización del programa Mathematica es imprescindible debido a la magnitud y com- —,
plicación de los cálculos que hay que realizar Por este mismo motivo, en este capítulo sólo damos las e’
expresiones explícitas de los resultados para los dos primeros ejemplos, que aún son relativamente senci-
e.,
líos. (Esos dos ejemplos están ya hechos con detalle en el articulo [l-ILM1J por un procedimiento distinto). —.
Para los dos últimos ejemplos únicamente explicamos cómo se han realizado los cálculos correspon- e’.
dientes al primer paso dc la construcción, y mostramos los dibujos de los poliedros obtenidos finalmente, e’
e’












La finalidad de los ejemplos expuestos aqul es, pues, puramente ilustrativa, y no se pretende de-
mostrar nada con ellos. No obstante, me parece oportuno dedicarles un capitulo entero, de carácter
computacional, por los siguientes motivos:
• En primer lugar, estos ejemplos sugirieron cuáles debian ser los enunciados y las demostraciones
sobre existencia y deformación de poliedros de Dirichlet que constituyen los capítulos III y IV de
esta tesis. Por tanto, los ejemplos sirven para iluminar lo que se hace en esos capítulos posteriores,
y al lector puede resultarle útil visualizar en casos concretos los fenómenos que aparecen, para
comprender qué dificultades existen en una demostración general.
• En segundo lugar, los ejemplos 2 y 4 dieron la clave para encontrar los nuevos modelos de las
geometrías Sol y Nil que se describen también en este capitulo. Estos modelos tienen la ventaja
de que aparecen de manera natural como límite de modelos del espacio hiperbólico o esférico,
respectivamente, como ilustran precisamente los ejemplos 2 y 4. Por ello, se espera que sean de
utilidad para estudiar la regeneración dc estructuras Sol y Ni], en la linea de los trabajos de Hodgson
([Ho]) y Portí ([Po]).
1. EJEMPLO 1: ESTRUCTURAS CONICAS EN EL NUDO DE A OCHO
Consideremos el nudo racional I~/~] o nudo de a ocho:
El grupo fundamental ir4SM\ jñ/3)) admite la presentación ab : att =wb¡ ,donde u’
La ecuación de la curva de trazas, en las coordenadas st = tr(p(a)2) — 2 , st = tr(p(a6)) — 2 , es:
22 —(1 + st)z + 1 = O
Es decir, si p iri(SM \ [5/33) —> 8L(2, C) es una representación no abeliana, entonces los valores
st = tr(p(a)2) —2 y z = tr(p(ab)) —2 satisfacen la relación ~ (1 +st)z + 1 = O . Si pes la holonomia
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de una estructura hiperbólica cónica, entonces z ci C y Rr(z) = , mr 1 , En la sección 22
st + 2
vimos que A = p(a) y 8 = p(b) son dos rotaciones de ángulo a = aretes en tomo a dos ejes que
forman ángulo 20 y están separados a distancia 24 , donde cosh(24) y cos(20) son las soluciones de la
siguiente ecuación cuadrática en 1
e’
st1
2 +21z¡t -i-2I{ejz) — st = O














Siguiendo el ejemplo del arficulo [HLM





= 1 —(:05(20) st—1+ 1—st
st—1+2 1—st
+ :3
Se veriflea que u
2 es una función monótona creciente de st , y cuando —4 < st < 0,
Expresando st en términos de u , obtenemos que
(1 — Bu2ftu2 + 1
)
st mr (u2 — 1)2
<u2 =5-—2f
Dc aquí se deduce que
3—Oir2— ~4 -
~ ~>mr — 1)2







Su2 — ~ ~2 + 1 u- — bu? + 5
sena = 2(u2 — 1)2
Su2 — íJYW







(Cuando u mr 5—2 5,OmrSw/lovdmrir /10 , como debe ser; cf sección 5 del capitulo 1)
Tenemos ya todos los datos necesarios para escribir las matices de las rotaciones A y 13 en el






























capítulo 1 para estas matrices:
2 sen2 ~ senO cas O
1 — 2 sen2’-’ sen2 0 2 sen2!! senO cosO2’
seno senO cosli4
— sena senO sentid
1 — 2sen2~cos20
— sena (:050 eosli 4
sena cosO senhd
— sena seriO cosh 4
sena cos O eosh 4
1 —2 sen2C cosh2 4
2 sen?!! senhdcosh 42
sena cos 0 senhd
sena seriO senhd
—2 sen2 e senhd cosh 4
1 +2sen2!!senh?d2( il
y B es la conjugada de A mediante la matriz X = Haciendo los correspondientes
—11)













1Se observa que senh 4 ci R si y 1 1< u < — cuando u = y senhd = O , y cuando
5 — 2x/b , senh 4 se hace imaginario puro. Todas las demás variables son siempre reales
1
cuando <u < 5 — 2v% . Por tanto, estamos en la situación descrita en la sección 4 del capítulo 1:
1,
cuando u = y se va a producir una degeneración euclidea, y entre ~ y 5 — 2V’g habrá estructuras
esféricas cónicas. Para ver automáticamente esta transición, hacemos un cambio de escala de factor
1 1
cos 0/(tan(a/2) senh 4) (cf. sección 1.4). Asi pues, cuando — < u < — estaremos en cada instante
¼;
en un modelo de Klein de HM de radio




(Cuando u = 5 — 2x/S, R = O , luego no podremos ver así la estructura esférica cónica de ángulo ir).
Podemos construir ahora el poliedro de Dirichlet 7>,. centrado en O = (0, 0, 0) , correspondiente a
1





en la sección 6 del capitulo 1. Sabemos que las tres rotaciones de 1800 en tomo a los ejes coordenados,
xmr(1 —i~.í ) 1 Ymr(í —1 ) ~zmr(1< )
son simetrías del poliedro 7>~, . Supongamos que F’y es una cara de It correspondiente al elemento
‘y e ir
1(S
M \ [5/3]) , es decir, F’y está contenida en el píano bisector del segmento que une O con p’y(O)
Entonces X(F~) es también una cara de It , correspondiente al elemento 4.x(’y) , donde 4.y es el
isomorfismo de ir
1 (SM \ f5/S]) que envia a —> 6 y 6 —> a . Análogamente, Y(F~) es una cara de 7>,. que
corresponde al elemento %by(’y) ,donde <y envía a — b~ y 6 a”’
1 ; y Z(Y5¿) es una cara de 7>~, que
corresponde al elemento ifz-(’y) donde ~ envía a —-> a1 y 6 /r1 . Por comodidad, utilizaremos
la siguiente notación. Dada una palabra g en los generadores a y 6 , escribiremos gX —
mr <~C~) y g7 = <z(g) , Por ejemplo, el inverso de iv — 6a”’’1E’a es mr a’bab mr ‘u)
Al hacer la constnicción con ayuda del programa Mathematica, resulta que todos los poliedros
1
It tienen el mismo tipo combinatorio cuando < u < 5 — 2 5 . (Esto es, como veremos, un
fenómeno muy excepcional, debido a la simplicidad del nudo de a ocho). Todos los poliedros tienen doce
caras, correspondientes a los siguientes elementos del grupo Ir
1 (SM \ [5/5]) : a , 6a
1 ~ mr ba”’lF’a
y los otros nueve que sc obtienen a partir de éstos mediante zfx , <y y <z
Las ecuaciones de los correspondientes planos son:
11 u1 —lOu’2+5(—u—st+uti) —u(1+v3)zmrú
a
u4-— 10u2 i—s(— i¿2 (3 — u2
)
1+u2 —ust—ti)+(Su2—~)z=0
1-1 : u2 ~
13)
(Los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , 21).
Todos los poliedros It tienen doce vértices, cuyas coordenadas son:
l—3u2 1—Su2 —
mr ( 2 u4—10u2+5í41 + u’) u2(1 + u2) 1 + it2
u(1 — Su2) it2 (u2 — 3) —u2 u4 - — iOn2 + 5
1)2 mr ~ i±u2 i±u2 i+u2
U
3 = ( —u , , —u2 u4- — iOn2 + 5(1 + u2)
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(y los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , 21).
El vértice vi es intersección de las caras Ta ¶a~I y Y ; el vértice ‘u? es intersección de F....~
Y...1 y Y es intersección deY Y F1 y Y Lascaras Yy el vértice 133 , , a’ab a b Mi
Y~I=Z(Ya) , mr X(Y) y Y6.~ mr Y(Y) son pentagonales, y todas las demás son triángulos.
La singularidad está formada por las aristas Y fl Y...~ (que une los vértices vj y Zv~) y Y6 nF6—i
(que une los vértices Xvj e Yv1). Por Unto, la longitud del nudo singular es la suma de las longitudes
de estas dos aristas.
A continuación mostramos un dibujo del poliedro. Cada cara está marcada con el elemento del
grupo iri(S~ \ Ni) que le corresponde, y las flechas en las aristas indican cómo son las identificaciones,








Para averiguar cuáles son las identificaciones de las aristas y los vértices del poliedro, aplicamos
las observaciones de la sección anterior; por ejemplo, el vértice 133 mr Y
61 fl Y6 fl Y se identifica
mediante la isometria AB’ con ~ nY...1 fl ¶~ mr Y fl Y nY...i = 21v2 . Para
a66 ab u’ ab””’ ab
poder realizar todas estas comprobaciones es necesario observar además que el plano 11 es “tangente”
al poliedro 7>~. a lo largo de la arista Y fl Y (que une los vértices ‘u~ y va). (La razón de esto es,
a iv
en último término, que el nudo [5/3] es anfiqueiral, y — (ba’’V’a)(a6






canónica). Así por ejemplo, el vértice ‘u? mr —I nY<1 nY se identifica mediante la isometria A
a ‘j/,,
conY nf nl! mri)~
a 6 aw e.
Si queremos cercioramos de que la suma de los ángulos en tomo a cualquier arista no singular es
2w , basta observar que hay un ciclo de a lo sumo cuatro aristas que se identifican con ella, y que la
composición de las correspondientes isometrias de pegado es la identidad. Asi por ejemplo, para la arista
que une los vértices ‘u~ y 133 , se tene:
Li VV
a u’ a u’ ~ — f nf y — Y n»EnY —~Y.<nY iv 6 vi a iv
y WBW~”’
1A”’ mr debido a la relación aw = mli -
Para comprobar que al realizar las identificaciones de las caras dc 7>,. , la singularidad se convierte
en una geodésica lisa
1 basta observar que el eje de la rotación A se transfonna en el eje de la rotación 13
mediante la isometría W—’ , porque W’AW mr
Finalmente, para comprobar que al realizar los pegados de las caras se obtiene efectivamente 53 y
la singularidad es el nudo [5/33 , se puede utilizar el siguiente argumento (cf [RiJ). Por el teorema de
Poincaré, cuando u = 1/ji el poliedro 7>~, es un dominio fiindaníental para la acción discreta de un
grupo de isometrías hiperbólicas isomorfo a ir1 (53 \ [5/3]) , Aplicando ahora el teorema de Waldhausen
sobre clasificación de variedades Haken, resulta que al pegar ~ascatas de
7>l/,p se obtiene de hecho
53 \ [5/3] . Supongamos ahora que (1/ 3) < u < 5 — 21k y sea M~ la variedad cónica que aparece
al hacer las identificaciones en It . Fuera de las aristas singulares, 7>,. tiene el mismo tipo combinatorio
que 7>í/v~i , y los pegados de sus caras se realizan de igual manera, Por tanto. M~ menos un entorno de
la singularidad es homeomorfa a Y \ N([5/3]) (el complemento en S3 de un entorno tubular del nudo
[5/3]) . En consecuencia, M~ se obtiene pegando un toro sólido a S~ \ N([5/3}) de manera que el
meridiano del toro sólido se identifica con un meridiano del nudo [5/3] , La singularidad es el ánima del
toro sólido añadido. Por tanto, M~ es homeomorfa a 53 y la singularidad es el nudo [5/3]
1
A continuación se muestran algunos de los poliedros de Dirichlet 7>,, , cuando u varia entre y
y 5 — 2VT . Cuando < u < los poliedros están en el interior de una bola de radioji
1
It It4 — 10u2 + ~> es un modelo de HM . Cuando u mr y , los vértices v~ y 21ví coinciden(1 + u2) 1 — 2u2 , que
y están en el borde de la bola, y lo mismo ocurre con los vértices X’u
1 e Ev1 - Por tanto, la singularidad
queda reducida a dos puntos ideales (que se identifican mediante IB), y lo que obtenemos es la estructura
hiperbólica completa de volumen finito en el complemento del nudo [5/3] , Cuando ‘u mr , tenemos
-vi
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la estructura de orbiforma euclidea en S~ con singularidad el nudo de a ocho y ángulo cónico 2<3
Cuando < u < 5 — 2 5 , tenemos estructuras esféricas cónicas con ángulo entre 2ir/3 y w . En
vi
los dibujos, todos los poliedros están vistos desde el punto (—3,010) de RM







1 1Estructuras hiperbólicas cónicas (— <it < —)
vi 2
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Estructura cuclídea cónica ,=
z
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Como ya se explico antes, el cambio de escala que hemos hecho (de factor iL íA — iOn2 + 5
(1 +u2) 1—
nos impide ver la estructura dc orbiforma esférica de ángulo ir , cuando u mr 5 — 2 5 , Para ver qué
ocurre cuando a — ir , deshacemos el cambio dc escala. Entonces las nuevas coordenadas de los vértices
son:
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(1—Su2) 2u2—l (l—3ít2) 2u2—1 — 2u2—i
u2 í0 — bu? ~ 5 u3 í0-— 10u2 + 5 u
(1. — 3~¿2) 2it2 -— 1 u(u2 —5) 2u2 — 1
u’—10u2+5 u4—10u2+5 2&—1)
—(1 + It2) 2u2 — 1 —u(l + u2) 2í? —1
it4—10u2+5 1 í0-——-10u2+5 , —?t 2u2—1)
(y los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X Y , 21).
Cuando u —~ 5 — 2ji , u4 — 10u2 + 5 —+ O , luego las dos primeras coordenadas de todos los
vértices tienden a ±oc. El poliedro P~, tiende a la “capa” infinita comprendida entre los dos pianos
2 ir
horizontales st = ± i — y = + tan , La singularidad tiende a dos rectas contenidas en cada
uno de estos planos, que forman ángulo 3ir/5 . Para interpretar lo que ocurre, debemos recordar que
que estamos en el modelo proyectivo de 53 , obtenido por proyección desde el origen de R4 sobre el
hiperpíano mr 1 - Por tanto,los dos planos st mr ±tan son dos esferas máximas en 53 que se cortan
10
(formando ángulo <s) en un circulo máximo contenido en el ecuador de S~ . Lo que aparece es, pues,
la “lente”
que conesponde a la estructura de orbiforma esférica de ángulo ir descrita en la sección 1.5.
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2. EJEMPLO 2: CIRUGÍA CERO EN EL NUDO DE A OCHO
Consideremos la misma familia uniparamétrica de representaciones pv de ir, (53 \ [5/3]) en SO(:3. 1)
que vimos en el ejemplo 1. Recordemos que si a, 6 : aw mr ml es la presentación estándar de
~rí(S3\ [5/3]) (donde iv = 6a”’16’a) ,entonces las matrices A mr pu(a) y 13= Pu(b) vienen dadas por:
37-a2+2u4 a(3u21) ~uA~’Z~iou2±5 ..fiZ752i,/WZT~,?2+s
2 u(3u2— 1) 2—3u2—u~ u2. u4 —io,A+s u 1—2-a2 u4— 10,22+5
2 (u2 —1) . u4 — ¶ ou2±s ~2v~lYThu2+5 .a.JW32( 1±a’)
— y T—2u2 ‘A~rT7T,2±S ,zv’TE7WV~IEiOuí+5 u. 1—2v.2 (1 A-u.2)
y lies la conjugada de A mediante la matnz X (1 —l )
1 1
En el ejemplo 1 vimos que cuando — <u < ,Pu es la holonomía de una estructura hiperbólica
3 vi
cónica en 53 con singularidad el nudo [5/33y ángulo cónico que varía entre (1 y 2ir/3 . Cuando u mr ~~i—
\ 3
p,, es la holonomía de la estructura hiperbólica completa de volumen finito en S~ \, [5/33 -
1,
Ahora bien, cuando O < it < p,. sigue siendo una representación de Ir
1 (53 \ [5/3]) en
SO(3, 1) . Por tanto Pu será (al menos para u próximo a 0), la holonomia de una estructura hiperbólica
en el complemento de un entorno tubular dcl nudo [5/3] . Ahora A y 13 no son rotaciones, sino
transformaciones loxodrómicas, y por tanto Pu no puede ser la holonomia de una estmctura hiperbólica
cónica en S~ con singularidad el nudo [5/3] . Sin embargo, vamos a ver que p~ es la holonomia de
una estructura hiperbólica cónica en la variedad M obtenida por cimgia cero en el nudo [5/3] , con
singularidad el ánima de la cirugía.
En efecto, consideremos el poliedro hiperbólico convexo
7>u delimitado por los mismos planos
bisectores que en el ejemplo 1: Ha , 1-1 , y sus imágenes mediante las tres rotaciones X
Y , 21 de
180v en torno a los ejes coordenados. Como ahora las matrices A y 6 siempre pertenecen a
SO(3, 1) cuando O < u < 1/vi , no va a ocurrir ninguna transición a estructuras esféricas cónicas, y
por tanto no vamos a hacer ningún cambio dc escala. Es decir, siempre estaremos en el modelo de Klein
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de radio 1 de H3 - Las ecuaciones de los planos bisectores son entonces:
JI —(i+u2) 1 —2ít2+ u4~i0ít2±5(~st+uy)~u(1+u?)zmr0
a
—u(3—it2) l—2u2+ ít4~10ít2+5(~.ust~y)+(3u?~i)stmr0
H : —u(1 ±íA) 1~~2u2+u? u4~10u2+5(~ust~y)+(2u4+u?~1)zmr0
nl
Al construir los poliedros nos encontramos con que la única diferencia respecto al ejemplo anterior es
que ahora las caras Y y »a~’ no se cortan, mientras que las caras Y y $z sc cortan a lo largo de
una arista. (Y analogamente, por simetría, Y
6 y Y6...i no se cortan, y Yx y Y131y’ se cortan en una
arista). Por lo demás, el resto de las relaciones de incidencia entre las caras no varia, y todas las caras de
se identifican dos a dos correctamente mediante las respectivas isometrias hiperbólicas. Hay también
doce vértices, cuyas coordenadas son:
Su
2 — 1 í4l — 3u2) —u
vTETi2 u4-— 10u2+5 1—2í? u4—10u2+5 1—2u2
(1~3í¿?) 1—2u2 u(u2 —3) 1—2u2
—It 1 ~2m¿2)
u4-— lOí¿2 + 5 it4-— iOn2 + 5
— —(1 + í2) 1 — 2ít2 —ít(l + it2) 1 — 2u2
133 it4— iOn2 + 5 ‘ u4-— IOn2 + —u 1 —2u2)
(y los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , 21).
Como en el ejemplo 1,132 mr f ...¶flY ~ y13~ mrFabba¶ , En cambio,
a ba iv nYOY nf
aboraiY¡=Y nf nf





Como antes, se pueden comprobar las identificaciones de las aristas y los vértices usando las obser-
vaciones de la sección 1.5 y el hecho de que Y n II = Y nf . La suma de ángulos en tomo a
a aa’ a iv
cada arista es 2’jr al hacer las identificaciones, excepto en las aristas Y fl Y z (que une los vértWes £J‘ji, iii
ir .. O ir ., (nnp ‘ini’ inc ~íA,4;r~ NS?.
¡ ~‘ ,..,,. ~ ~ Estas dos nnctac iArntifinnn “nn con la
~ LJI}J/J4
otra mediante laisometria W , y el producto W WX mr (13A—’13”<A)(AB—1A—’13) es una rotación de
eje Y n Y z . Al hacer las identificaciones, las dos aristas se cierran para dar lugar a una geodésica
iv iv
cerrada lisa, ya que como awivX c’ mr (aín)(w61)X mr (wb)(a~~~lw)X mr (wb)(61ivX) , el
eje de la rotación W WX queda invariante por la isometria A . En consecuencia, al pegar dos a dos las
caras dc 7>, , se obtiene una 3-variedad hiperbólica cónica. La singularidad es el nudo formado por las
aristas? nY y Yx nf y , y el ángulo cónico & es la suma de los ángulos diédricos de Pu en
iv iv?; ~ iii
estas dos aristas singulares, Cuando u — 1/ 3 , & —. 0 , y cuando u — O , & — 2ur (porque el ángulo
diédrico en cada arista singular tiende a ir).
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Tenemos, pues, una familia uniparamétrica de variedades hiperbólicas cónicas con el mismo espacio
subyacente M y ángulo cónico que varia entre O y 2’jr . Queremos saber cuál es la 3-variedad topológica
subyacente M . Para ello, vamos a quitar dc 7>,, un pequeño entorno N de las aristas singulares Y nr ~
iv iii
y 5»x n Y y . Entonces queda un poliedro truncado 7>,, \ N , que combinatorialmente es el mismo
1-o
que aparece si en cl poliedro 7>~, del ejemplo 1 quitamos un pequeño entorno de las aristas singulares
Y nf ~ n Y
6...~ . Además, las caras se identifican de igual manera en ambos casos, Por tanto,
al pegar dos a dos las caras de
7>u \ N se obtiene S~ \ N([5/3]) , el complemento en 53 dc un entorno
tubular del nudo [5/3] . El entorno N se convierte, al hacer las identificaciones, en un toro sólido T . Este
toro sólido T se pega a 53 \ N([5/3]) a lo largo del borde, para dar lugar a la variedad Nf . El meridiano
de T se identifica con una curva homótopa a ivw~ = (6a’Ir’a) (ah’ a—’6) E iri(S3 \ [5/3]) - Corno
ww~ es la longitud canónica del nudo [5/3] , resulta que la variedad M se obtiene por cirugía de
Dehn 4e tipo O en e’ nudo [5/3] (cf [HLM
1]). Como el nudo de a ocho es un nudo fibrado de género
1, M es un fibrado sobre S’ con fibra un toro. El círculo base de esta fibración es el ánima de la cirugía
(es decir, dentro del poliedro
7>u , cada una de las dos aristas singulares). En la figura 3 se muestra una
de las fibras, vista dentro del poliedro Pu
st
y <—
A continuación se muestran algunos de los poliedros de Dirichlet 7>,, , cuando u varia entre 1/ji





















































































• u O (poliedro visto desde el punto (—10,—lO, 5))
1 1 0)y’va—>(—-—-— O 0).Portanto,Cuandou—4),i¾—(——’-- 0í0)~v2—4(.7~0í
vi’
cuando el ángulo cónico & tiende a 2ir , los poliedros 7>, degeneran en el segmento que une los puntos
mr , 0 0) y 21iJÁ = (-1—. 0 , 0) . Es decir, cuando & —4 2Ir , las estructuras hiperbólicasVV vi
cónicas en la variedad M degeneran en un círculo, que es el circulo base de la fibración por toros de
Nf . Cuando u = O
/2 0 0 —ji/2
¿ ? 01A=B=(~0 0 0 3/2)
Por tanto, cuando u mr O el grupo de holonomía es un subgrupo discreto del grupo de traslaciones
hiperbólicas que dejan invariante la recta y mr = O
Por otra parte, se sabe que esta variedad M , obtenida por cirugía cero en el nudo de a ocho, admite
una estructura geométrica (no singular) de tipo Sol (porque es un fibrado sobre S’ con fibra un toro
y monodromía Anosov). En la sección siguiente vamos a ver un modelo proyectivo de Sol que nos
permitirá encontrar un dominio fumndamental poliédrico para esta estructura So] en la variedad Nf, y que
permitirá además pasar con continuidad de esta estructura Sol a las estructuras hiperbólicas cónicas que
acabamos de construir
Observación. En sus notas ([Thu
1], cap. 4), Thurston construye una familia de estructuras hiperbólicas
incompletas en el complemento del nudo de a ocho, cuyas completaciones son las estructuras cónicas en la
variedad obtenida por cirugía cero en el nudo de a ocho, que hemos visto aquí. Thurston construye estas
estructuras incompletas identificando entre si las caras de dos tetraedros hiperbólicos ideales mediante
¡sometrias hiperbólicas. Cuando el ángulo cónico tiende a 2w , esos dos tetraedros degeneran en dos
triángulos contenidos en un mismo plano, y el grupo de holonomía tiende a un subgrupo no discreto
de isometrias de ese plano hiperbólico. En cambio, como hemos visto, en nuestro ejemplo los poliedros
degeneran en un segmento y el grupo de holonomía tiende a un subgrupo (discreto) de traslaciones
hiperbólicas a lo largo de la recta que contiene ese segmento. El motivo de esta discrepancia es que
las aplicaciones desarrolladoras (resp. las representaciones de holonomia) estÉn sólo definidas a menos
de composición (resp. conjugación) por isometrias hiperbólicas. Para pasar de nuestro ejemplo al de
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Thurston habría que conjugar cada holonornia Pu por una isometria p~ (dependiente del parámetro u)
de modo que, en el modelo del semiespacio. PUPaPJ ‘(a) tuviera siempre a O como uno de sus puntos
fijos y Pu p,~’p4j ‘(6) tuviera siempre a ~ como punto fijo. De este modo, en cl límite cuando u — O, se
obtendria una representación metabeliana (como en [Thufl) en vez de una representación abeliana (como
en nuestro ejemplo).
3. UN MODELO PROYECTIVO DE LA GEOMETRÍA SOL, QUE MUESTRA LA
DEGENERACIÓN DEL EJEMPLO 2
Vamos a definir el grupo de Lic Sol como la componente de la identidad del grupo de isometrias
del plano de Lorentz-Minkowski R~ (cf [MilL [Sel)
senhO rosEO st Oyst Ecos ú senb y R}
0 0 1
En Sol vamos a considerar la métrica invariante por mulliplicación a la derecha dada por la fónnula
dV = (d’y— zdOV + (dz ~ydO)? +dO?
(En la definición usual de la geometría Sol , se elige una métrica invariante por multiplicación a la
izquierda. Sin embargo, nuestra definición es equivalente, y es la que nos va a permitir encontrar un
modelo proyectivo de Sol).
Se puede probar (cf lSd) que el grupo de isometrias de SoL con esta métrica hene ocho componentes,
y que la componente de la identidad es el propio grupo Sol actuando sobre sí mismo por multiplicación
a la derecha. El estabilizador de la identidad es isomorfo al grupo diédrico de orden 8 . y está formado
por las siguientes ísometria.s:
(O, yst) — (Ocyúz)
(O,y, st) —+ (Oc st, e y)
(O, y, st) — (—O, e y, —e st)
(O,y,st) — (—O,cst,—ey)
donde e mr ±1
Vamos ahora a escribir el grupo Sol de la siguiente forma:
Solmr { (¿ Y ) x,y,st,tER y,2 ,t? = —1,1 >O}
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Entonces podemos identificar Sol con la siguiente hipercuadrica de II~
Sol = { (ip, zÁ) GR4 j ~2 12 = —1 , t >0
en la que sc define el producto
(x,y,st,t)(a,b,c,d)mr(dxr±at,y+cr±bt,st+6x+ct,aí+dt)
Las isometrias de Sol que pertenecen a la componente de la identidad son ahora la restricción a la
hipercuadrica { (í, y, st, 1) e R’ ] :r2 ~12 mr —1 ,t > O } de los automorfismos lineales de RA con matriz
de la forma
y o o a1 0 61o e)O O d
donde a, 6, e, d e fi , d2 — a2 mr 1 y d > O
Las ocho isometrías que pertenecen al estabilizador




de la unidad son la restricción a la hipercuádrica
Oc
—e O
—c , (1 LIII
1) (—1
donde e mr ±1 (Obsérvese que, en particular, tas tres matrices X
)YZ=
—1 son isometrias de Sol y—1 ~
(—1
Si proyectamos la hipercuádijea { (x, y, st, 1) e fl4 a? .— ¿2 = ~}~ > O } desde el origen de fi4
sobre el hiperpíano 1 = 1 , obtenemos la “capa” infinita comprendida entre los dos planos .r mr +1
{Qr,p,st) —1<’.r<1}
Este subconjunto de fi3 es un modelo proyectivo de la geometria Sol, porque las isometrías de Sol son
las restricciones al conjunto {. (x, y, st-) 1 —1 < ‘.r < 1 } de ciertas proyectividades de Rl’3 . En particular,







Degeneración de estructuras hiperbólicas en una estructura Sol 9,.
Para cada k > O , vamos a considerar el siguiente modelo del espacio hiperbólico R~ : *
e’
mr { (x,y,st, t) GR4 ] :r2 + AA (y2 + st2)— 5 =~1,t> O } —
e’
con la métzica inducida por la forma cuadrática ( ~,2 ) de R4 - Las isometrias son las
restricciones dc los automorfismos lineales de TU que preservan “2 . —
e’-
Del modelo estándar del hiperboloide de ti~ se pasa a este modelo ~2 mediante el cambio de e’
coordenadas :r’ = x , y’ mr y/It , st’ mr st/It , t’ mr . Si se proyecta “2 desde el origen de R’ sobre el
hiperpíano mr 1 , entonces aparece el elipsoide { (x, y, st) e TU & + A? (y2 + st2) < 1 } , que es otro
modelo proyectivo de H3 . e’
u’
Cuando It — (1 , los conjuntos Hj~ se aproximan a la hipercuádrica Sol mr { (w, y, st, 1) e RA —
—5 mr —1,1 > 0} , y las isometrías de Sol se pueden obtener como límite de isoníetrias (hiperbólicas) —-
de ‘-‘2 cuando It tiende a cero. Oc hecho, supongamos que para cada It > O tenemos tina isometria de
e’,
l’FMk = (rn~
1(k)) , y que cuando It — O , las matrices Ah, tienden a una matriz de la forma e,
e’¡ cosli4 O O senli4
Al— 0 1 0 0
yo 01
senhx ~ O O cosh ~
rní~(k) m~í(k
)
donde 4 e FI . Supongamos además que existen A~1 = hm e FI y p~ mr 11w e FI para
k—’O It k---d) It
imr2, 3 , Para cada It > O , denotemos por M~ la matriz conjugada
ML= 1/It ¡ ItU k í)
e’
Entonces AJk es una isometria hiperbólica en el modelo 112 y el limite de las matices A4 cuando
e’
It —+0 es
cosh 4 0 0 senh 4( A21 1 0 ¡‘24
— A~i 0 1 ~
senh4 O O cosh4 1
Si A21 = ¡‘~~ y A31 mr [124 entonces Nf’ es una isometría de Sol
u’,
u’88
El ejemplo de la cirugía cero en el nudo de a ocho
Volvamos al ejemplo 2, en el que habíamos construido ulla familia uniparamétríca de estructuras
hiperbólicas cónicas en la variedad Nf obtenida por cirugia cero en el nudo de a ocho. La singularidad
es el ánima de la cirugía, y el ángulo cónico & varía entre O y 2w . Estas estructuras cónicas varían
de manera continua según un parán~etro ít e (0,1/vi) , dc modo que cuando ít — 1/ji , a —+ O , y
cuando u —4 0 , & — 2w . Cuando u — O, las estructuras hiperbólicas cónicas degeneran en un circulo.
Por otra parte, se sabe que M admite una estructura geométrica (no singular) de tipo Sol.
Teniendo en cuenta las observaciones del apartado anterior, vamos a hacer ahora el cambio de
coordenadas aY mr £ , y’ mr y/ít , st’ = st/It , para cada u e (o,1/ji) . De este modo pasamos del
modelo de Klein de radio 1 al modelo del elipsoide H~ — {(r,y,z) GR3
Ahora el grupo de holonomía está generado por las siguientes matrices A y 13
3— 7u’+2u4 u2 (3v2 —1) —u
Su2 —1 2—3v2 —u
— 1—2v2. v4—10v2±5 u2.
u? v’77r1Uu2±s
2 42—flu A-u




y 13 es la conjugada de A mediante la matrizXc (1 —1 —l 1) Las nuevas coordenadas de




1 — 2u2 u4-— 10u2 + 5
1 — Su2 —i )1 — 2ít2 ~ 10~~2 ±5 1 — 2ít2
1—2íi2 (íA—3) 1—2u2
ít4~ l0í~~ + 5 ~ — lOít2 + 5 , — 1 — 2ít2
— —(1±u2) 1 ~2ít2 —(1±ít2) 1 ~2w2
It4 — 10U~ + 5 n’~- — iOm¿2 ±5
(y los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , 21).
1 — 2mP )
Ahora cuando u —> O,los nuevos poliedros Tv ya no degeneran en un segmento, sino que convergen
a un verdadero poliedro 1% en , cuyos vértices son:
—1 1mr(— —1) 1 —5 —1 —1
Amr
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y todas las imágenes de éstos mediante las rotaciones X , Y y 21 . El poliedro limite P0 está contenido
en { (x, y, st) e FI3 — 1 < x < 1 } (que es un modelo de Sol). A continuación se muestra uno de los
poliedros Pu. con u > O , y el poliedro límite 7>~
Observación. Las caras del poliedro limite 7>~ no son superficies lo taImen/e qeodé?s’í cas en lageometría
Sol,















































Las caras del poliedro límite 7>o se identifican dos a dos de igual manera que las de 7>u Ahora las
transformaciones que realizan los pegados de las caras pertenecen al grupo generado por las matrices
3/2 (1 0 —15/2 3/2 0 0 —15/2
—1/2 1 0 15/2 1/2 1 0 —15/2
y B=XAX”1mr
15/2 0 1 —1/2 —15/2 0 1 1/2
—15/2 0 0 3/2 —15/2 0 0 3/2
Tanto A como 13 son isometrias de Sol , en el modelo que definimos antes. En consecuencia el
poliedro 7>(í es un dominio ffindarnental para la estructura geométrica de tipo Sol en la variedad M . Las
intersecciones de Po con los píanos ~ mr constante se convierten, al hacer las identificaciones, en las
fibras de la fibración por toros de M
Así pues, a cada estructura hiperbólica cónica en M le hemos asociado una cierta estructura proyec-
tiva real (singular), de tal manera que cuando el ángulo cónico tiende a Sr , esa familia uniparamétrica
de estructuras proyectivas converge a tina estructura proyectiva real (no singular) en Al . Además, la
estructura proyectiva limite está asociada de modo natural a la estructura geométrica de tipo Sol de la
variedad Al
Cabe preguntarse si este fenómeno observado para la cinigia cero en el nudo de a ocho. se produce
en general, siempre que haya una degeneración de estructuras hiperbólicas cónicas en una estructura Sol.
Pregunta. Supongamos que Nf es un librado sobre S~ con fibra un toro y monodromia Anosov (que
tiene por tanto geometría Sol). Supongamos además que existe una familia de estructuras hiperbólicas
cónicas en Nf , con singularidad un enlace >2 c Nf y ángulo cónico (Y que varia entre 0 y 2ff . ¿Se
puede encontrar siempre una familia de estructuras proyectivas reales (singulares) en A-1 , asociadas a las
estructuras hiperbólicas cónicas, de modo que cuando cx -4 2ff converjan a una estructura proyectiva real
(no singular) en Al , asociada a su estructura Sol?
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4. EJEMPLO 3t ESTRUCTURAS CÓNICAS EN EL ENLACE DE WHITEHEAD,
CON EL MISMO ÁNGULO CÓNICO EN AMBAS COMPONENTES
Consideremos el enlace racional !~/~] o enlace de Whitehead:
El grupo fundamental irl(S~ \ [8/33) admite la presentación la,b aw = iva] , donde mr =
6aV’ a1 Ir> ab. La ecuación de la curva de trazas, en las coordenadas£ = tr(p(a)2) 2 — tr(p(b)2) —2.
st mr tr(p(ab)) — 2 es’
9> + (2 — :r)st2 + (2 —2£):— mr ()
Es decir, si p : ir> (53 \ ~8/3J) -4 SL(2, C) es una representación no abeliana tal que tr(p(a)) mr tr(p(b))
entonces los valores £ = tr(p(a)2) —2 y st = tr(p(ab)) —2 satisfacen la relación :~ + (2 — £)st2 + (2 —
2r)z — £ mr O . Si p es la holonomia de una estructura hiperbólica cónica, entonces ‘.r c FI y st G C
Por tanto, para ese valor de x , la ecuación (en st) ~ + (2— .x)st2 + (2— 2x)st — mr O tiene una raiz real
y dos raíces complejas conjugadas, y st mr tr(p(ab)) — 2 es una de las dos raíces complejas conjugadas.
Vamos a denotar por>’ la raíz real. Entonces r~ + (2— ir)>’2 + (2— 2£)>’ — £ = O , luego
= r (>‘2 + 2>’ + 2
)
(r + 1)~
(Esta es una función monótona creciente de r cuando —2 + ji =r < O - Cuando -r = —2 + 12
£ mr —4 , y cuando r mrO , ir mrO).
Podemos escribirahora la ecuación de la curva de trazas en términos del nuevo parámetro -r, y factorizarla:
2r2+3>’+2 r2±2r±2
+ (2— <st2 + (2— 2£): —£ = (z— r) (:2± (r-± 1V + (r+ 1)2
Si este polinomio en st (con coeficientes reales) tiene dos ralees complejas conjugadas, st , 2 , entonces
se verifica que:
Re(st) 2r2+Sr+2 y jzj = r2+2r+2
2(r+ 1)2 r+l
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Supongamos que p es la holonomía de una estructura hiperbólica cónica, correspondiente al punto (ir, st)
de la curva de trazas. Entonces vimos en la sección 1.2 que A = p(a) y 13 mr ¡46) son dos rotaciones de
ángulo (Y mr arecos en torno a dos ejes que forman ángulo 20 y están separados a distancia 2d
2
donde eoslj2d) y cos(20) son las soluciones de la siguiente ecuación cuadrática en
£ t2 + 2<:! 1 + 2Re(st) — mr
En nuestro caso, esta ecuación cuadrática es
r(P-i-2r+2) 2
(r-± 1)2 ~ +
2 t2 + 2v + 2 1~—y + 1
r3 + 4v2 + Sr + 2
17±i5~
y sus soluciones son (r + 1)(—1 1 (r +
r >‘2+2r~4~2








Como en el ejempío 1, vamos a elegir como parámetro it mr cot O . Tenemos que
1 +cos(20) _ ¡
u mr 1 —cos(20) r2 + 2>’ + 2 + (r+ 1
>‘2 + 2r + 2 — (r + 1) — r2+2r’-i-2±(r±1)
Se verifica que u es una función monótona decreciente de r en el intervalo [—2+ 2, 0] y cuando
—2 + 2 < <0 , 1 + ji <u =(—1 + 2 + 4—215) mr cot(3rr/16) . Expresando -r en términos
de ít ,obtenemos que
I1~ — 2u — 1
‘u mr
2u
IDe aquí se deduce que
sen a mr (1 ±u2) 4mt(mí2 — 1)2
(1 + u2)(1 + 2u —u2
2 SCfl2 (Y mr
471(u2 — 1)2





í~~-— it2 — 2u
senh d mr



















































2u3 — u2 + 1
u’-
Podemos ahora sustituir estos datos en la expresión para la matriz A
2,t 21 — 2 sen sen O
2 sen2~~ senO cosO2
Amr
seria senOcosh d
— sena senO sentid
— 2 seri2~ cos2 O2 sena cosO cosh d sena cosO senhd
2 sen2§ senO cos O — sena senO cosh d — sena senO senhd
— sena ú:os O c.osh d 1 — 2 sen2~ cosh2 d —2 sen2~ senhd c.oshd2 2
senacosOscntíd 2sen2~ senhdco2’ . shd i-r-~sen~senntt
Teniendo en cuenta que 8 es la conjugada de A mediante la matriz X = (‘1
proporciona la representación de holonomía para cada u e (cot(Sir/ 16) , 1 +
explícitamente debido a la complicación de las expresiones que aparecen.
12) . No la escribimos
Observamos que si u
0 es la raíz real de u
3—u—2 (que vaLe (3 3±~(9 + 78) 7i/ ~ 9(9 + 78)
1.52138) , entonces sentid e FI si un < u < í + 12 cuando u mr u
0 , senhd mr o , y cuando
(:ot(32r/16) =ít < ug , senhd se hace imaginario puro. Todas las demás variables son siempre reales
cuando (:ot(¿r/16) <¿1 ít < 1 + 12 . Por tanto, cuando u mr u0 se producirá una degeneración euclídea.
y entre it0 y (:ot(37r/ ¡6) habrá estructuras esféricas cónicas. Para ver automáticamente esta transición,
hacemos un cambio de escala de factor cosO/(tan(a/2)senhd) , como en el ejemplo 1. Así pues,
cuando u0 < u < 1 + 2 . estaremos en cada instante en un modelo de Klein de fl3 de radio
it ít
2+2ít—liu”±4ít3—6ít2—4ít-i—1
1 + u2) It4-— u2 — 2ít
(Cuando ít mr cot(3ff/16) flj mr , luego no se podrá ver la estructura de orbiforma esférica de ángulo
iT).
Podemos ahora construir los poliedros de Didchlet Pv centrados en o mr (0, 0, 11) , correspondientes
a estas representaciones de holonomia cuando eot(Sir/l,6) < u =1 + 12 . Como en el ejemplo 1, las
tres rotaciones X , Y , 21 dc 1800 en tomo a los ejes coordenados son simetrías de Pv
A continuación se muestran los poliedros obtenidos con el programa Mathematica. No escribimos
explícitamente las ecuaciones de las caras ni las coordenadas de los vértices porque son complicadas.
Utilizamos las siguientes notaciones: iv mr baM’a’6”1ba y q = 6aIr’a”1b”~> . Como en el ejemplo
1, si y es una palabra en a y 6 , entonces g’~ — ‘~Px(9) denota la palabra que resulta de sustituir a por 6
y 6 por a en y y~’ mr i~y(g) se obtiene sustituyendo a por Ir’ y 6 por a> , y = ~ se obtiene




Se observa que ya no tienen todos los poliedros el mismo tipo combinatorio, como ocurria en el
ejemplo 1, sino que al variar mt aparecen y desaparecen algunas caras.
• Cuando u mr l+x/~(es decir, paralaestmcturahiperbólicacompletadevolunienúníto en Sj[8/3~ ),
las caras del poliedro corresponden a los siguientes elementos dc r,(S~ \ (8/3~)
a , ha , bab , aq mr abab’a’6’ , aiv mr abalF1a’-’lv’ba
(y sus imágenes mediante ‘~tx , 4y y <st). En total hay 20 caras.
• Cuando < ~t < 1 + 12 , las caras corresponden a los elementos:
2
a , ba , bah , q = haIr’ a’lf’ , mr haha’V’ , aq , iv mr 6a61a<616a , aiv
(y sus imágenes mediante <x , <y y 4z). En total hay 32 caras.
1+15
• Cuando ~ = 2 , se produce un cambio
en la figura:
1+ 5
• Cuando cot — <mí < las caras
16 2




corresponden a los elementos:
—l —1
a,ba,bab,ba¿í”’a ,q,q ,aq, w,aí»
(y sus imágenes mediante <x , <y y <z). En total hay 36 caras.
En los dibujos, todos los poliedros están vistos desde cl punto (—3, 0, 0) dc FI3 . Marcamos cada
cara con el elemento de Ir
1 (SS \ [8/3]) que le corresponde. La singularidad está formada por las aristas
YflFiyF~ fl ~6—>,que están marcadas en grueso. La manera de identificar entre si las aristas y
los vértices se averigua como en el ejemplo 1. Todas las comprobaciones se hacen también de la misma
forma, Sin embargo, el hecho de que se produzcan cambios de tipo combinatorio obliga a modificar
el razonamiento para comprobar que la variedad que aparece al pegar las caras de Pu es siempre 53 y





resultado de hacer las identificaciones en P>.~íj es 53 \ ¡8/3] . Vamos a quitar de ~ un pequeño
entorno N de las aristas singulares , y vamos a hacer lo mismo con cualquier otro P,. . Basta entonces
probar que la variedad (con borde) M,~ obtenida a[ pegar las caras de 7k \ N , es homeomorfa a la que se
obtiene al pegar las caras de ~ \ N . Para ver esto, vamos a encontrar dos diagranias de Heegaard
isomorfos para estas dos variedades con borde. En M1±~, uno de los cuerpos con asas es un entorno
regular dcl grafo Q fonnado por las aristas de ~ \ N , y el otro es el complementario. Tomemos
ahora cualquier otro mt , y consideremos el 2-complejo de M~ formado por las aristas de Pu \ N más
las nuevas caras de ‘Pu \ N que no estaban en . Entonces este 2-complejo es del mismo tipo
de homotopía que el graSo Q (la equivalencia de homotopía la proporciona la propia deformación). Por
tanto, un entorno regular de este 2-complejo es un cuerpo con asas, y su complementario es otro cuerpo
con asas, y ambos se pegan de la misma forma que en el diagrama de Heegaard de ~IA-¿2 . Con esto
queda demostrado que las dos variedades son homeomorifis (cf capítulo IV, sección 4).




Estructuras hiperbólicas cónicas (mto <
it <1 + vi)















+ ‘V”T (cambio de tipo combinatorio):
• ~ 2














Estructuras esféricas cónicas (cott < u <íto)
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Como en el ejemplo 1, si deshacemos el
ángulo Ir , entonces cuando ít — cot(3ir/16)
los dos planos horizontales z = + tan(ff/16)
cada uno de estos píanos, que forman ángulo
1.5 para la orbifomita esférica de ángulo Ir en
t
bab’-’a -1
cambio de escala para ver la estructura esférica cónica de
los poliedros tienden a la capa infinita comprendida entre
Las aristas singulares tienden a dos rectas contenidas en
3Ir/8 . Se obtiene, pues, la lente que vimos en la sección
el enlace (8/3)
5. EJEMPLO 4: ESTRUCTURAS ESFÉRICAS CONICAS EN EL ENLACE DE
WHITEHEAD, CON UNO DE LOS DOS ÁNGULOS CÓNICOS CONSTANTE-
MENTE IGUAL A 1800
Vamos a considerar ahora la posibilidad de que los ángulos cónicos a , ¡3 en las dos componentes
del enlace sean distintos. La ecuación de la superficie de trazas del enlace [8/3] , en las coordenadas
mr tr(p(a)) , y mr tr(p(6)) y st = tr(p(ab)) , es
3 2,z2,2n~r.
st —£y:t~£ty~¿)z~irymru
Es decir, si p : wi(S3 \ (8/3)) -+ SL(2, C) es una representación no abeliana, entonces los valores
mr tr(p(a)) , y mr tr(p(b)) y z-= tr(p(ah)) satisfacen larelación A —xyA±(£2±y2—2) st—ng = 0.
(Obsérvese que las variables ir y st ahora no son las mismas que en los ejemplos anteriores. Por comodidad
de notación llamamos ahora £ , y , st a las variables que en la primera sección del capítulo 1 denotamos
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Supongamos que el ángulo cónico fies constantemente igual a Ir , dc modo que y mr 2 (:os(fl/2) mr
Entonces las otras dos variables ir , st verifican la ecuación %~ + ~2 — 2): mr . de forma que
:6{0, ± 2~~x2}
irVamos a suponer adeniás que — < a < ir con lo cual ir mr 2 cos(a/2) e [0, 2) y 2 — £2 > o
2
u’-
Sabemos que cuando a mr /3 mr mr , existe una estructura de orbiforma esférica (53, {8/33, (ir, ir))
cuya holonomía está dada por el siguiente par (p,, p2) de representaciones de Ir
1 (S
3 \ [8/3j) en SU(2)
p~(b) mr ((1
p2(h) mr (
Para la representación ~ , st> mr tr(p,(ah)) mr —2 cos(Ir/4) mr —12
)
(1 W2j/s )
Para (>2 , ½ mr tr(p
2(ah)) mr
—2cos(mr/2) mr O
Por tanto, si (53, j8/33, (am’)) es una estructura esférica cónica con ángulo cónico a e (i~,mrh
entonces su holononila necesariamente ríene asociado un par (p, , p2) de representaciones de Ir1 (S~>j8/3¡)
en SU(2> que verifican las siguientes condiciones:
amr tr(pi(a)) mr tr(p2(a)) mr 2cos—
2
mr tr(pi (ab)) mr — 2 —£~
e,
y mr tr(pj (6)) mr tr(p2 (6)) mr 9
mr tr(p:(ah)) mr 9













92(6) mr ( ~~—‘~‘ +0)
adonde O , ~- cFI . Entonces st> mr tr(pí(ab)) mr ‘—2 cos(2(O —‘r)) sen
2 mr —cos(2(O — r)) 4—aA , y
2
análogamente :2 mr tr(p
2(ah)) mr — cos(2(O+r)) 4 — ir
2 . Como han de ser:, mr — 2 — ir’~ y :2 mr 9
resulta que














































cos(20) cos(2>’) sen(20) sen(2r) mrmr 2 4~~2
y por tanto
cos2(20) + cos2 (2>’) mr 1 cos2(20)cos2(2r) = 2—aA
4(4 — ir2)
De aqui se deduce que cos2(20) y eos2(2r) son las soluciones de la siguiente ecuación cuadrática en
2— £2
t2 — t + mr O . Las soluciones de esta ecuación son
4(4—aA)







Cuando£=0,20=3ir/Sy2d=Ir/8,luegocos2(20)— 1 1 cos2(2>’) 1 + Por
2 22
tanto, en general es










2 2(4 — ir2)
Como en todos los ejemplos anteriores, vamos a elegir como parámetro u = (:ot(O) en vez de ir
Entonces







Para expresar ir en términos de u , observamos que lOiti2 (u2 — 1)2(u2 + 1)~- 4cos2(20) cos2(2>’)
De aqui se deduce que
ir =
1i~’u8 — 28u0 + 70v»-— 28u2 + 1
it4-— 6íí2 + 1
Esta es una función monótona creciente de it en el intervalo [1,cot(3ir/16)] . Cuando u = (:ot(3Ir/16)





En términos del parámetro ít tenemos entonces que
(1 + ít2)2~ it8 — 28u6 + 70ít4 — 28ít2 + 1
< it — 6v» + 1)2
(1±it2)42 sen2 a= (u4 — 6v» + 1)2


















1o de Ir¡ (S
3 \ [8/3]) en SO(4) que corresponde al par de representaciones (pi, p~)
en SU(2) , está dada por la siguiente expresión (ver la sección 4 del capitulo 1):
l — ~2se&> sen2O2
2 sen2-.-— seriO (050
p(a) = 2
— sena senO sen>’
(
Sena senO cosr
1 —2 sen22 ser>20
2
—2 sen2=seriO (tOS O2
— sen/3 senO :osr
— seri/3 senO sen>’
2 sen2M senO tos O9
1 — 2 sen2M :os2 O
2
— sena cos O (:05>’
sena ~:osO senr
(3
—2 sen2ú senO :os O2
—2 ser?1 :os2 O
2
— senil <tOs O tos -r
sen/3 <tos O sen>’
— seria senO os r
sena tos 0 <:os>’
— 2 sen2fl cos2 r
1)
2 sen — senr (:05 -Y
2
sen/1 senO (tOS r
— sen/II cas O (tOS r
1 — 2 sen2l (:052 Y9
—2 sen2l 5C11r(t05 7
2
serIa senO sen>’
— sena :os O senr
2 (Y2 sen — seri’rtos >‘2
— 2 sen2 a sen2r
2’
sen/3 senO sen>’
sen/3 (:os O seiii’
/3
—2 ser>2— sen>’ (:05 r2
/3
— 2 ser>2 — sen2>’
2
Podemos ahora sustituir aquí las expresiones que hemos encontrado antes para los senos y cosenos de
a , /3 , O y >‘ en términos de it . Para facilitar los cálculos es conveniente en este momento conjugar p










o 0 1 0











Tras conjugar se llega a que el grupo de holonomia está generado por las rotaciones
1 1—itA13 mr ~ + ~
(1
A = 2(1 — 6v? + í¿4)2
1—u2 O O
2ít O O
O —2ít í= — 1
O ít2—i 2u
(0, 02 Os 6%)
donde las columnas O son:
(1+u)2(I~.29u2+04uJ 29u4+u<’)
01= _________
— (u— 1)2 (ift +1). u8 —28u6 +70u4 —28u> + 1
(1 ~.,,¿í) vSP<Z~8uG+70u4~28uZ+1









(u—it)’ (u’+ 1) . u8 —28u6±70tA— 28u’ + 1
(0—1) ‘u~—28u~±7Ou~—28u2-4-1
(i±u)’(1—29u’±64¶A—29u4+u6)
Podemos construir ya el poliedro de Dirichlet ‘Pu centrado en O mr (0,0,0,1) e 53 , correspondiente
a esta representación de holonomia para cada it ~ (1,:ot(Sir/16)j . Cuando it mr <:ot(3m’/16) , 7k es
el dominio fundamental en forma de lente para la estructura de orbiforma esférica de ángulo m’ . Al
proyectarlo desde el origen de R’1 sobre el hiperpíano ~ mr 1 , P~ se ve como la capa infinita comprendida
entre los dos planos horizontales st mr + tan(Ir/16) en . Cuando 1 <-u < eot(3ir/16) ,los poliedros
P,~ están contenidos en el hemisferio superior de 53 (es decir, todos sus puntos distan menos que Ir/2
del punto base O mr (0,0,0, 1)). Podemos proyectarlos, pues, biyectivarnente sobre el hiperpíano 1 = 1
desde cl origen dc R4 , y los veremos entonces como poliedros euclideos en R . Al construirlos con
el programa Mathematica, resulta que todos ellos tienen el mismo tipo combinatorio. A continuación se
muestra un dibujo de un poliedro genérico 7k , con cada cara marcada con el correspondiente elemento
de Iri(S’ \ [8/3]) . Usamos las mismas notaciones que en el ejemplo anterior; por ejemplo, -w mr




es una simetría del poliedro. La singularidad está marcada en grueso: de manera continua donde el ángulo
*
cónico es Ir , y con puntos donde cl ángulo es a . Se observa que la componente del enlace singular en la
e.
que cl ángulo cónico es w, aparece en el poliedro dividida en cinco segmentos, que están contenidos en los *
ejes de las siguientes rotaciones de 180’~ <conjugadas de 13): 13, Q mr (BA)J3”-’-1(A’--’f0’) , A>QA = a


























































Todos los poliedros tienen 28 caras, correspondientes a los siguientes elementos del grupo
Iri(S3 \ [8/3]) : a , 6 bab , haha’1 , a’’-’hab , q mr hahíaMh’-í , q”4 C’baha’’ , qa , a’’> q’’
—‘--‘-1 ‘-—1 —l —1
a qa,a q a,iv,a tn,ylosotros14queseobtienenapartirdeéstoscambiandoapora~’-’ yh
por . 1-lay 38 védicos, que son intersección de las siguientes caras:r..-,nr nr
1















7< —11)9 .‘ a
v>0mr7<.,,fl7< 1 ..iflF








a iv a qa
a qa a q a a q




V>4 7<6 <97<qa <9k
— ~&><97< M~
1
‘?g,cmrFfl7<, flJ½1 <9.F~4b a u’ a qa a. q a
nY,vIrmrFhnFa’4 qa a q
~IS Fb<9¿Fa’4q’4
1) <9&C’haba’< <97<a’4hah
y los otros IP que son imagen de éstos mediante la rotación 7 de 1800
Las identificaciones de las caras, aristas y vértices se comprueban sin dificultad de la manera habitual
(hay que tener en cuenta que H
6 <9 Ha “a <9 Hp.
Para comprobar que el resultado de hacer las identificaciones es S~ y que la singularidad es el enlace
de Whitehead, se puede proceder de la siguiente manera. Quitemos del poliedro un entorno de todas
las arista.s singulares, y denotemos por M la variedad (con borde) que se obtiene al pegar las caras del
poliedro asi truncado. Podemos calcular una presentación del grupo fundamental de Al como se indica en
la sección 5 del capitulo III: hay un generador por cada par de caras del poliedro, y las relaciones vienen
dadas por los ciclos de identificaciones en tomo a cada arista, Se comprueba que de esta presentación
de ir1 (M) se puede pasar mediante movimientos de Tie~e a la presentación estándar de ir1 (53 \ L~/~D
a,b : a(bab’’a’”l7’ab> = (bab’4aS
1b’-’4ab)a}
Se comprueba también que los grupos fundamentales de los dos toros que forman el borde de M son los
subgmpos <a, 6ah”a’4b~’4ab> y <6, aba’-”&”1a’46a> ,respectivamente. Aplicando ahoraelteorema
de Waldhausen sobre clasificación de variedades Haken, resulta que M es homeomorfa a 53 \ [8/3]
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A continuación se muestran algunos de los poliedros de Dirichlet 7k cuando it varia entre
cot(3ir/l(i) y 1































• u mr 1.2
t














• it mr 1.01
t
O it mr 1.001
ít mr 1 : El poliedro degenera en un punto.
No vamos a escribir aquí explícitamente las ecuaciones de
vértices en función de it , debido a su complicación. Simplemente
coordenadas de la forma
donde f, y, h son funciones de u (distintas para cada vértice), que
(:ot(3Ir/16) (es decir, no se hacen infinIto ennlnahin ~5”
las caras ni las coordenadas dc los
diremos que todos los vértices tienen
están bien definidas cuando 1 < it <
En consecuencia, cuando u = 1 ,los poliedros degeneran en el punto O mr (0, 0, 0) . Cuando ‘u =





13= íj-t 1, 00 —1 1)
Si nos restringimos a la subruatriz determinada por las dos filas y las dos columnas centrales, podemos
identificar el grupo generado por A y 13 con un subgrupo discreto de 0(2)
Supongamos que para cada it C (1, cot(3ir/iG)) hacemos el cambio de coordenadas
2) ,
= ~ ~ = u— í ,,~ ‘-‘¼~— í
De este modo, para cada u 6 (1, eot(3ir/16)) estaremos en el modelo S~ 1) de la semiesfera
í/(ít —





= 1 , que se puede interpretarcomo un modelo de E3 Pues bien, cuando u —+ 1 , los nuevos poliedros
de Dirichlet dilatados P ya no degeneran en un punto, sino en un triángulo cuclideo contenido en el
plano ~‘ mr ~ de E3 Los vértices de este triángulo límite son:
mr 1 1(0,0,——), í4 mr (0,1—), Zv~ = (0—1 —)2 ‘2 ‘2
y
Es decir, en el limite aparece un triángulo isósceles




ángulo recto en el vértice < Cuando
isometrias euclideas generado por:
~
Restringiéndonos a la submatriz determinada por las tres últimas filas y columnas, podemos identificar









La primera matriz representa una rotación de ángulo Ir/2 en tomo al punto (0, —1/2> , y la segunda
es la matriz de una reflexión en la recta 0 mr 1/2 (estmnos considerando coordenadas (y’, st’) en E2).
Este subgrupo O < Iso(E2) es el grupo de holonomía de la orbiforma cuclidea D
4.~ cuyo espacio
subyacente es un disco, y cuyos puntos singulares son un punto cónico de grupo de isotropía ciclico de





Un dominio fundamental para esta 2-orbiforma euclídea es el triángulo isósceles de vértices
(0,0, —4) , (0,1,4) , (0, —1,4) , que aparecía conío límite de los poliedros esféricos dilatados Pl
cuando it — 1
Consideremos, por otra parte, la orbiforma (S3 , [8/31 ,(ir, Ir/2)) , cuyo espacio subyacente es Y y
cuya singularidad está formada por las dos componentes del enlace de Whitehead, con grupo de isotropía
cíclico de orden 2 en una de ellas y cíclico de orden 4 en la otra. Se sabe que ésta es una orbifonna
fibrada de Seifert (cf [ES], [Du]) , cuya base es la 2-orbifornita cuclídea D
4~j , y cuyo número de Euler
es distinto de cero, Por tanto, se sabe que esta orbifomita tiene una estructura geonitétrica de tipo Nil.
En la sección siguiente vamos a ver un modelo afin de la geornetria Ni! que nos permitirá encontrar
un dominio fundamental poliédrico para esta estructura Nil en la orbiforma (Y [8/3] , (ir, Ir/2)) , y
que permitirá además pasar con continuidad dc esta estructura Nil a las estructuras esféricas cónicas
construidas en esta sección.
6. UN MODELO AFÍN DE LA GEOMETRÍA NIL,
NERACIÓN DEL EJEMPLO 4
QUE MUESTRA LA DEGE-






ir, y, st eR }















resulta que si identificamos Ni? con R3 de la manera natural, entonces el producto se escribe así:
(a, 6, e) (ir, y, st) = (ir — cy + 6: + a, y + 6, st + e)








Para pasar de este modelo estándar de NI?
de coordenadas (cf. [Sc]):
al que acabamos de definir, hacemos el siguiente cambio
amr£±yz, /3mr½iJ, -~=12:
Puesto que
( 1 126 a+be 1 jiy
0 1 ~ (o 1










ir + y: ±26:+ a
12(st 4-e>
1
+ a + be) + (y +
vi(st+e) 6)(st+c))
-l
las nuevas coordenadas (ir, y, st) , el producto se escribe precisamente como en nuestro




invariante por multiplicación a la izquierda:
r,y,:GR } vamos a considerar la siguiente métrica
ds2 = (dir + stdy —ydst)2 +2dy2 +2dA
Entonces se puede probar (cf [SeT)que el grupo de isometrias de Ni? con esta métrica tiene dos
componentes conexas. La componente de la identidad, Isog(Ni?) , es el grupo de dimensión 4 generado
por el propio Ni? (actuando sobre si mismo por multiplicación a la izquierda) y por la acción de ~1 en
Ni? descrita por la siguiente fórmula:
(ir,y,st) ‘-—~ (ir qzosOy— senO:, senOy+eosost)
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Las restantes isometrías son composición de los elementos de lsoo(Nit) con la transformación
(ir, y, st) —> (—ir, —y, st)
Vamos ahora a identificar Ni? con el hiperpíano mr [ de tú , de la manera natural:
Ni? { (ir, y, st, lfl ir, y,zc R}
Entonces todas las isometrias de Nil son las restricciones a este hiperpiano de ciertas transformaciones
lineales de R4 que lo preservan (es decir, de ciertas afinidades). En efecto, la multiplicación por la





—e 6 a \ /x\
1 0 6~ (y~
o lúJ ¡J
o o U




Todas las matrices de la forma











o ¡ con O e R , pertenecen al normalizador del
íI











hcos O — esenO 3
6 sen O + e(tos O) a, 6, e, O G It }








‘—heosO + esenO ¡ u, 6,e,O GR
















Hemos encontrado, pues, un modelo afin de la geometria Ni? , ya que en él las isometrias de Ni?
son ciertas afinidades de tú . En particular, toda estructura geométrica de tipo Nil en una 3-variedad
(resp. 3-orbiforma) tiene asociada una estructura afin en la misma variedad (resp. orbifonna); compárese
[Thu2].
Degeneración de estructuras esféricas en una estructura Nil.
Para cada k > o , vamos a considerar el siguiente modelo de la senitiesfera superior S~:
9+ — { (ir, y, st,t) E IV 1 kA:>’2 + k2(y2 + ~2) + = 1, t > O }
con la métrica inducida por la forma cuadrática (k4 AA AA ) de Rl Del modelo estándar de S~
se pasa a este modelo St mediante el cambio de coordenadas ir’ mr ir/AA , y’ = y/k , st’ = st/fc , mr -
Cuando k -+ O , los conjuntos S,t se aproximan al hiperpíano Ni? = { (ir, y, st,t) c It4- 1 — 1 }
y las isometrias de Ni? se pueden obtener como límite de isometrias (esféricas) de St cuando k tiende
a cero, De hecho, supongamos que para cada k > O tenemos una ¡sometría de Y , Mp = (ni
3(k)) , y
que cuando k —* O , las matrices Mt. tienden a una matriz de la forma
<tos O — sen O
senO cosO
donde O c It , Supongamos además que existen A,1
mr 2,3 y j = 2,3,4 , Para cada k > O , denotemos
M~= (1/AA
Entonces M~ es una isometria
es
1/fc
mr hm ERyp,4= hm - GR para
k—+o AA k—40 It
por M~ la matriz conjugada
It )
1/It Mp (AA


















Si .X12 = [¿24sen O — ~34 (tosO y A13 mr [¿24 ios O + p34 sen O , entonces M< es una isometria de Ni? r
Observación. De manera análoga se pueden construir familias de modelos del espacio cuclídeo E
3 o
del espacio hiperbólico H3 , que tienden a Ni? , de modo que las isometrias de Ni? se pueden obtener
como limite de isometrias (euelídeas o hiperbólicas, respectivamente) de estos modelos. Es de esperar,
pues, que se puedan producir degeneraciones de familias de estructuras euclídeas o hiperbólicas cónicas
en una estructura Nil (como de hecho se producen).
e’
El ejemplo de la orbiforma (5fl8/3],(ir,’ir/2))
Volvamos al ejemplo 4, en el que habíamos construido una familia uniparamétrica de estnicturas
esféricas cónicas (S~,L8/31, (ir, a)) La singularidad es el enlace de Whitehead, el ángulo cónico en
una de las dos componentes es constantemente igual a ir , y el ángulo cóníco a en la otra componente
varia entre ir/2 y ir Estas estructuras cónicas varian de manera continua según un parámetro it E
(1,cot(3ir/113)) , de modo que cuando u —> ot(3ir/16)) , a —> ir , y cuando itt —~ 1 , a e ir/2
Cuando a e <2 , las estructuras esféricas cónicas degeneran en un punto. Por otra parte, se sabe que
la orbiforma (53, [8/3], (ir, <2)) admite una estructura geométrica de tipo Ni!.
En el ejemplo 4 describimos esta familia de estructuras esféricas cónicas mediante sus poliedros de
Diriehlet P,
1 con centro enO = (0,0,0,1) e Y Cuando it e (i,eot(3ir/i6)) ,todos los poliedros P~
están contenidos en la semiesfera superior S.4 , y los podemos proyectar biyectivamente desde el origen
de R
4 sobre el hiperplano mr 1 , para verlos como poliedros cuclideos en R3 - Sus vértices tienen
entonces coordenadas de la forma
donde f , y , 6 son funciones de u (distintas para cada vértice) que están bien definidas cuando
1 <‘u ~ uút(3ir/16))
A la vista de estas observaciones, vamos a hacer ahora el cambio de coordenadas
ir ‘ _ y , st
____ ___ stmr
para cada ti e (ijot(3ir/16)) De esta forma pasamos del modelo estándar de S} al modelo Sji, =
{ (ir, y, st, 1) e E.4- E (‘u — 1)~9 + (u — i)2(y2 + :2) + 12 — 1, 1 > 0} Denotenitos por 7R, la imagen
del poliedro 1’,. mediante este cambio de coordenadas.
Entonces cuando u — 1 , los nuevos poliedros Pu ya no degeneran en un punto, sino que convergen
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Vg = (—4, —1,4)
mr (—4,1,4)
‘11>7 = (—3, —1,4)
1)7 mr (—4, —1,4)
y las imágenes de éstos mediante la rotación Z de 1800
De hecho, los vértices de P~, tienden a los siguientes puntos de P>
mr (—4,0, —4)
mr (—4,1,4)
1)3 mr (~34 1,4)
1)5 mr (—~, 1, •~)
-~ = (—3,1,4)






















que son ambas isometrias de Ni? , en el modelo que definimos antes. Se verifica que AW mr WA , donde
mr BAB”>A’B’AB , y además A4- — — 1 . Tenemos, pues, una representación del grupo
fundamental de la orbiforma (53, [8/3], (ir, ir/2)) , nIrb(S3 , [8/3], (ir, ir/2)) = a, 6 aiv mr , a4 mr
62 mr 1 , en Iso(N’i?)
Las caras del poliedro limite 7% se identifican dos a dos mediante transformaciones del grupo










el vértice v,~ se identificaba con el vértice v~ mediante una transformación de pegado pit(”y) , entonces
en el limite, cuando ít mr 1 se sigue produciendo la misma identificación).
A continuación se muestran dos de los poliedros P~ con it > 1 próximo a 1, y el poliedro límite
De este último damos dos dibujos, desde dos puntos de vista distintos. En el segundo dibujo se
indica, con flechas, cómo son las idenrificaciones en las aristas.
Observación. Las caras del poliedro limite 2, no son superficies tota?mevte qeodeszeas en la geometria
Nil.





• ‘u mr I.~ (poliedro Visto desde el punto (—15,4,2)):
(a



































Para comprobar que las identificaciones en el poliedro limite P1 dan como resultado ~S , y que la
singularidad es el enlace de Whitehead. se puede utilizar el mismo argumento que en el ejemplo 4, y
observar que hay dos diagramas de Heegaard equivalentes para las variedades obtenidas a partir de 7% y
a partir de cualquier otro 2,. (it > Y), respectivamente.
El poliedro P~ es, pues, un dominio fundamental para la estructura geométrica de tipo Nil en la
orbiforma (S
3, [8/31, (ir, w/2)) Las intersecciones de 7% con las rectas paralelas al eje ir sc convierten,
al hacer las identificaciones, en las fibras de la libración de Seifert de esta orbiforma. Se observa que todas
las fibras contenidas en el plano st mr ¡/2 son segmentos que unen dos puntos de la componente singular
de ángulo ir , mientras que las demás son círculos. El eje de la rotación A (es decir, la componente











7/,,,» ~ il~>-. —‘ -½-Y’> y —
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Fiqura 5. Fibraeión de Seiferí de la orbiforma (S3, [8/3¡, (ir, <2))
Así pues, acada estructura esférica cónica (53, ~8/33,(ir, u)) le hemos asociado una cierta estructura
proyectiva real (singular), dc modo que cuando a tiende air/2 , esa familia uniparamétrica de estructuras
proyectivas reates converge a una estructura afin en la orbiforma (S3, [8/3], (ir, <2)) Además, la
estructura afin límite está asociada de manen natural a la estructura geométrica de tipo Nil en dicha
orbiforma. De nuevo, surge de forma natural la siguiente pregunta acerca de la generalidad de este
fenómeno.
Pregunta. Supongamos que A’I es una variedad geométrica cónica de tipo Mí, con singularidad un
enlace E c Al y ángulos cónicos <2ir Denotemos por MN~¿ esta estructura cónica Nil. Supongamos
además que existe una familia de estructuras cónicas esféricas (resp. hiperbólicas o cuclideas) en Al
con singularidad E y ángulos cónicos que tienden a los de A4ÑtL ¿Se pueden asociar a estas estructuras
cónicas esféricas (resp. hiperbólicas o cuclídeas), estructuras proyectivas reales (singulares) que converjan




POLIEDROS DE DIRICHLET DE VARIEDADES
CÓNICAS
INTRODUCCIÓN
En este capitulo se demuestra la existencia de poliedros de Dirichlet para cualquier variedad cónica
hiperbólica, cuclidea o esférica compacta M cuyos ángulos cónicos sean todos < 2ir (cf § 1.6). Este
teorema ha sido utilizado, sin demostración completa, por Hodgson ([Ho2]) , Kojima ([Ko]) y Zhou ([Zh])
(el argumento más cercano a una demostración está en [Ho2]; en [Zh] se da un razonamiento bastante
incompleto). En este capítulo daremos una demostración detallada de este resultado. Los detalles de la
demostración son importantes porque tienen consecuencias de carácter constructivo, que en el capitulo
siguiente permitirán estudiar las deformaciones de estmcturas corneas utilizando poliedros de Dirichlet.
Más abajo indicaremos a qué detalles de la demostración nos referirnos aquí concretamente.
Recordemos la explicación intuitiva de los poliedros de Dirichlet, que dimos en la sección 6 del
capítulo 1. Denotemos por >3 c M el enlace singular, y sea £~ c M \ >3 un punto base arbitrario.
La cubierta universal del complemento de la singularidad, M \>3 , hereda una estructura de variedad
hiperbólica, cuclidea o esférica (no completa), de modo que el grupo fundamental ir1 (Así \ >3, xo) actúa
en ella como un grupo discreto de isometrias, y M \>3 es isométrica al cociente de A bajo la acción
de ir1 (M \ E, x~) Si x0 es un levantamiento cualquiera de ‘x<1 a M \>3 , entonces podemos considerar
el dominio de Dirichlet centrado en ~ , para esta acción discreta de ir1 (M \ E, LC)
Pr{55EM\Zld(~7,~o)=d(¿4’yiBo) ,paratodo~y’ciri(M\E,xo)}cM\>3
Sea ahora D M\E e X una aplicación desarrolladora (donde X denota H
3 , E3 o S3 , respectiva-
mente) , sea p ir
1 (M \ >3, x~) — lso(x) la correspondiente holonomia, y sea O D(14) . Entonces
el poliedro de Diriclilcí de M centrado en O es la clausura de la imagen de 1’ por D
P=D(P)
En este capítulo vamos a probar que este poliedro de Dirichlet P es un poliedro (hiperbólico, cuclídeo
o esférico) compacto, con un número finito de caras. Para ello, siguiendo a [Ho2], [Ko] y [Zh], veremos
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que el interior de P es un levantamiento a M\Y] de la fractura o “cut-locus” de M con respecto al punto
base x~ (Esto es cierto porque todos los ángulos cónicos son < 2ir , y por tanto todo punto de Al \ Y]
se puede unir al punto base x0 por una geodésica totalmente contenida en M \ Y] , cf lema 1,1, Si algún
ángulo cónico fuera >
2ir , entonces habría puntos de M \ E que no se podrian alcanzar desde ‘re por
geodésicas contenidas en Al \ Y] .) En la literatura sc define directamente el poliedro de Diriehlet de una
variedad cónica M como el desarrollo (en el espacio modelador X) del complementario dcl cut-locus
de M con respecto al punto base elegido. Esta es también la definición con la que trabajaremos en este
capitulo, puesto que es la más adecuada para hacer demostraciones. Sin embargo, conviene tener presente
la definición equivalente anterior (en términos del dominio de Dirichlet /‘ en la cubierta universal), que
conceptualmente es más fácil.
En la sección 1 de este capitulo se define la fractura o cut-locus de una variedad cónica con ángulos
cónicos < Ir , con respecto a un punto no singular arbitrario, y se demuestra que es homeomoifo a una
bola abierta. En la sección 2 se prueba que 1> tiene un número finito de caras, es decir, que el conjunto
es finito (cf. lema 2,4). (Obsérvese que a cada cara de 1’ le corresponde el elemento ‘y dc 1’ tal que
‘yP es adyacente a P a lo largo de esa cara.) Dc aquí se deduce que 7’ es un poliedro compacto
con un número finito de caras, cuyo borde está contenido en la unión finita de hiperpíanos bisectores
117 = { x c X ¡ d(x, O) = d(mr. p’y(O)) } , ‘y c 1’ . La variedad cónica MT se obtiene identificando dos
a dos las caras de 7’ mediante isometrias de la forma p’y , donde ‘y cl’ (cf lema 2.9). En la sección 3
se demuestra que, cuando todos los ángulos cónicos son < ir , el poliedro de Dirichlet 7’ es convexo, y
se puede expresar como
7’ = {x EX ¡ d(r,O) =d(’x,p’y(O)) ,para todo ‘y Gl’}
En la sección 4 se pmeba que, incluso si los ángulos cánicos son < 2ir , el poliedro 7’ es localmente
convexo fuera de los puntos singulares, es decir, todo punto no singular del borde de 7’ tiene un entorno
IJ en X tal que Un 7’ es convexo (cf lema 4.1),
Llamaremos a los elementos del subeonjunto finito E de ir¡ (M \ Y], ng) , facetas generales del
poliedro de Dirichlet 7’ , La justificación de este nombre es la siguiente: cada elemento ‘y E 1’ tiene
asociado, como dijimos antes, un hiperpíano bisector H
7 que toca al borde del poliedro 7’ en algún punto
no singular. A veces este hiperpíano H~ determina una cara de 7’ (y en ese caso decimos que ‘y es una
faceta propia), pero otras veces no define ninguna cara dc 7’ , sino que “bascula” sobre una arista
o un vértice no singular (y en ese caso decimos que ‘y es una faceta fantasma).
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Como una consecuencia particular de la demostración de existencia de poliedros de Dirichlet, se
obtiene una caracterización dc las facetas generales en términos de las geodésicas que minimizan la
distancia entre cl punto base 1(9 y los puntos no singulares de Al Esta caracterización es la que tendrá
importancia en el capitulo siguiente, para demostrar el algoritmo que permite construir los poliedros de
Oirichlet dc estructuras cónicas suficientemente próximas a una dada (en un sentido que se precisará en
la sección § IV 1).
Finalmente, en las tres últimas secciones de este capitulo III se incluyen algunas observaciones y
ejemplos mencionados en los capítulos 1 y II. En la sección 5 se describe una presentación del grupo
irdM~\ Y]) asociada al poliedro de Dirichlet 7’ que puede ser útil para comprobar (utilizando el teorema
de Waldhauscn, cf lRii 1) que el resultado de pegar las caras del poliedro es la variedad buscada. En la
sección ti se estudia el ejemplo de la estructura de orbifonna esférica en con singularidad un nudo
o enlace de dos puentes y ángulo cónico ir , que tiene importancia en las construcciones concretas del
capitulo II, como punto de partida para las deformaciones de los poliedros de Diricblet. Por último, en la
sección 7 se demuestra que todas las simetrías de la variedad cónica que fijan el punto base del poliedro
de Dirichlet, quedan reflejadas como simetrías del poliedro. Esta observación, interesante en si misma,
es además útil para tas construcciones prácticas.
1. FRACTU1{A O “CUT-LOCUS” DE UNA VARIEDAD CÓNICA
Sea Al una 3-variedad cónica hiperbólica. cuclídea o esférica compacta, con singularidad un enlace
>3 G Al y ángulo cónico < Ir en cada componente conexa dc >3 - La estructura geométrica induce en
M una distancia cl , definida como el ínfimo de las longitudes de todas las curvas que unen dos puntos
de M . Diremos que una curva ‘y ja, b~ —+ Al es una geodéÁica minimizante en Al si su longitud
es long(’y) d(’y(a), ‘y(b)) Una curva ‘y [a, 14 -~ M es una geodésica si minimiza la longitud
localmente. Diremos que una geodesica minimizante ‘y [a, 6] —+ Al es una geodésica minimizante
maxzmal si no existe ninguna otra geodésica minimizante ‘y [a, cj —~ Al (e > b) que extienda a
‘y . (Como Al es compacta, cualquier geodésica minimizante maximal está definida en un intervalo
compacto). Normalmente consideraremos que las geodésicas minimizantes estan definidas en el intervalo
jO, ij y que están parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco.
Por ser Al compaeta. s?empre existe una geodésica mininuzante que une dos puntos cuales quzera
x,y c Al incluso si son singulares (cf [Gro, §1.12, pág. 6]). El punto clave es que, cuando todos los
ángulos cjnicos son < 2w , una geodésica minimizante no puede atravesar nunca la singularidad
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(éste es el lema siguiente). Por unto, si unageodésica miniinizante no está totalmente contenida dentro de
la singularidad, entonces puede empezar o terminar en puntos singulares, pero entre medias es un arco
geodésico suave dentro de la variedad riemanniana Al \ Y] , En particular, dos puntos no singulares
cuales quiera úr , y £ Al \ Y] estén unidos por una geodésica minimizan/e suave contentda en Al \ Y]
Lema 1.1. Scan x e Al \ Y] , y G Al <los puntos distintos, y sea ‘y (0,14 —; Al una geodésica
a
mrntmízante tal que ‘y(o) £ y ‘y(b) y . Entonces ‘y(jO, 6)) G Al \ Y].
a
Den¡agtraciñn. Supongamos que hiera ‘y(t) e Y] para algún t e (0,6) . Sea z ‘y(tú) e Y] el primer
punto en que ‘y corta a la singularidad. Entonces z tiene un entorno U en Nf que es isométrico a un —
abierto del espacio que se obtiene identificando por rotación las dos caras de un diedro de ángulo O <
a
en H3 (resp. S3 , Ea). Para c 1> 0 suficientemente pequeño, ‘y«to — ú, tú + j) c U , y ‘yQg — e) ~ Y] . —
Entonces existe un segmento que une ‘y(t.o e) con ‘y(tú + e) dentro dc U sin pasar por z y que es más


















Otro punto importante es la siguiente propiedad de con cesiones de geodésicas —





Lenta 1.2. Sca ‘y,, [0, 1.) —+ M una suceszon de geodésicas minimizantes un Al , parametrizadas —
proporcionalmente a la longitud de arco. Entonces la sucesión ‘y,. tiene una subsucesión que con- —











Demostración. Como ‘y,, está parametrizada proporcionalmente a la longitud de arco, d(’y~(t) , ‘y4s))
long(’y,.) ¡t — si =diarn(M) . it — s] . Por tanto, la familia {‘y,~} es uniformemente Lipschit.z, y en
consecuencia equicontinua (cf [Ch] o [Ma]). El teorema de Ascoli asegura entonces la existencia de
una subsucesión que converge uniformemente en Al a una curva ‘y [0,1] -> Al . Supongamos por
comodidad que la propia sucesión ‘y,, 22 ~ . Como la longitud es semi- continua inferiormente (cf.
[Gro]), se tiene que long(’y) =Hm mf long(’y~) Hin d(’y,}O),’y,.(1)) = d(’y(0),’y(i)) . Por tanto, ‘y
es también una geodésica minimizante. U
Como consecuencia de estos dos lemas, las variedades cónicas compactas con todos los ángulos
cónicos < 2w comparten muchas propiedades con las variedades nemannianas completas. Los
siguientes lemas están enunciados en [KN] para variedades riemannianas completas, pero se pueden
extender fácilmente a nuestro caso, y las demostraciones son análogas.
Lema 1.3 .Sea r e Al \ Y] , y sea ‘y [Ob] —~ M una geodésica minimizante maximal en Al que
parte de £ . Entonces se verifico alguna de las siguientes afirmaciones:
(1) ‘y(b) e >3 ¡
(2,) ‘y(jO, 6]) c Al \ Y] , y ‘y(b) es el primer punto conjugado de £ a lo largo de la geodésica ‘y en
M\Y];
(3) ‘y(lo, 14) c Al \ Y] , y existen al menos dos geodésicas minimizantes que unen £ con ‘y(b)
Demostración. Es consecuencia inmediata del lema 1.1 y de la demostración del teorema 71, cap. VIII
de [KN. O
A continuación vamos a definir la fractura o cut-locus de la variedad cónica Al con respecto a
un punto base £0 C M \ Y] , elegido arbitrariamente. Denotaremos por ~ el conjunto de los vectores
tangentes unitarios de Al \ Y] en ro , es decir, la esfera unidad en el espacio tangente Tu:0 (Al \ Y])
Definimos una función a ~ R~ de la siguiente forma. Dado y ~ , sea ‘y [0,14 —> Al la
geodésica minimizante maximal (parametrizada por la longitud de arco) que parte de ‘ro y cuyo vector
tangente en £~ es y (es decir, ‘y(t) = exp~0(tv) para 0 ~ t < 6). Entonces definimos ;L(v) 6 =
long(’y) . La imagen de /L está contenida en el intervalo compacto [ini10(M \ Y]), diam(M)] c R~




Lema 1.4. La función ¡.¿ ~ R’ es continua, e’
e’
Demostracibn. (cf [KM. cap. VIII, th73.) Supongamos que ¡c no es con~nua en un cierto y ~ -
e’-Entonces existe una sucesión {vp} G S~ convergente a y , tal que ciertamente existe hin ¡4vk) pero
e’.¡4v) ~ hin ¡‘(vk) - Denotaremos a~, ¡Í(vp) y a Hm <>-k - Además, vamos a parametrizar las
geodésicas proporcionalmente a la longitud de arco, de modo que todas ellas estén definidas en 10,1] - e’
e’.Así, denotaremos por ‘y 10,1] Al la geodésica minimizante maximal tal que ‘y(t) exp1~/tp(v)v) —
si O < / < 1 , y llamaremos ‘y~ : [0,1] — Al a la geodésica mmnímízante maximal tal que ‘yk(t) —
exp£0(takvk) si O < t < 1 - Denotaremos £k ‘y<l) para todo k sin pérdida de generalidad
e’podemos suponer que existe Hm ‘r,. x e Al - Como d(’r0, £k) r ~ para todo k se tiene que
e’
= hm a~ a . Distinguiremos los dos casos posibles: ¡4v) > a ó ¡4v) < a
e,
e’-
Caso 1: ¡4v) > u e’
En este caso, x = exp.>.0(av) E Al Y] - Por el lema 1.3, £ no es conjugado de ‘r~ a lo
—
largo de ‘y , y por tanto exp~0 transforma difeomórficanuente un entorno U de ay en T~0(M \ Y]) , en
e’
un entorno de ‘r en Al \ Y] - Como apv¡. — ay , podemos suponer que a~v. c U para todo k (y en
e’
particular £k = exp£0(akvk) e Al \ Y] para todo I~). Como
0XPXOyJ es un difeomorfismo sobre su
e’
imagen, tampoco puede ser ‘rp conjugado de ‘r~j a lo largo dc 7k - Por el lema 1.3, existe entonces otra
e’
geodésica minrniizante <MC : jO, 13 —~ Nl que une £~ con ‘rk en M \>3 - Esta segunda geodésica es de
la forma ak(t) = exp£
0(tapwk) , O =t = 1 , para un cierto vector Wk E ~ , wk ~ U - Por cl e’
lema 1.2, podemos suponer que la sucesión {ak} converge uniformemente a una geodésica minimizante —
e’
a: [0,1] —+ Al que une x<~ con £ = lito ‘rk CM \ >3. Por el lema 1.1, a(fO, 1]) c Al\ Y]. y por tanto —
a es de la forma c4L) exp10(taw) O < t < 1 , para un cierto vector w = Hm wk e Sr0 - Corno
a —
Wk ~ U para todo k , resulta que w ~ U , y por tanto a - En consecuencia, el punto x = p.(v) e’
está unido a no por dos geodésicas mrntmizantes distintas, luego ¡.(v) =u, lo cual contradice la hipótesis. —
e’-
e,-Caso 2: ¡í(v) <a.
e,
unifConsideremos la sucesión ‘y~- : 10,1] —+ M - Por el lema 1.2, podemos suponer que 7k —> a , donde —
a : 10,1] —* Al es una geodésica minimizante que une ‘ro con x = hm £k . Entonces long(a) a >
= long(’y) . Además, oX(O) = hm 440) = Hm akvk = ay = ~ ‘y’ (0) , luego a es una¡4v)













Definición 1.1. Llamaremos fractura o cul-locus de la variedad cónica Al con respecto al punto base
‘r0 e M \ Y] , al subeonjunto formado por los extremos de todas las geodésicas minimizantes maiximales
de Al que parten de £o
Cut10 = { ‘y(í) ¡ ‘y : [O,1] —+ M es una geodésica ruinimizante maximal en Al con ‘y(o) =
En particular, Y] c Cut~0
Consideremos Los siguientes subeonjuntos dcl espacio tangente T:r0(M \ Y])
E = { tv ¡ 0 =t < ¡4v) , y es un vector tangente unitario de Al \ Y] en ‘ro } su adherencia
E = { /v 0 = t =¡¡(y) y es un vector tangente unitario de Al \ Y] en ‘ro } y su borde
DE = { p(v)v j ir es un vector tangente unitario de Al \ Y] en :ro Y
Corolario 1.5. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) E es horneomorfo a una bola abierta en T~0(Al \ Y]) , E es homeomorfo a una bola cerrada y
DE es homeomorfo a una esfera.
(2,) exp~0 transforma E difeomórficamente en un abierto U = exp£d/E) , que es denso en Al -
(3,) Al es unión disjunta de Cut10 y U = exp~0 (E)
Demostración. Ver VN], cap. VIII, th73. EJ
Corolario 1.6. La aplicación exponencial exp~0 se puede extender a una aplicación continua y
sobreyectiva ~ : E —+ Al . El cut-locus es entonces Cutx0 ~Xi3~0(DE).
Demostración. Basta definir ~~0(tdv)v) Hm exp~0(tv) para todo vector tangente unitario y
-~ ji (y)
de Al \ Y] en ‘r<~. Estos son precisamente los extremos de todas las geodésicas minimizantes maximales
de Al que parten de ‘ro , es decir, los puntos del cut-locus. EJ
2. POLIEDRO DE DIRICHLET DE UNA 3-VARIEDAD CÓNICA HIPERBÓLICA
CON ÁNGULOS CÓNICOS MENORES QUE 2w
Supongamos ahora que Al es una 3-variedad hiperbólica cónica cuya singularidad es un enlace
>3 c Al y cuyos ángulos cónicos son todos <
2w . Entonces no hay puntos conjugados en Al \ Y] (cf
[KNj, cap. VIII, corolario 2.4), y por tanto el cut-locus respecto a un punto base fijo x<~ E Al \>3, es
Cutx
0 = Y] u { £ C Al \ Y] existen al menos dos geodésicas minimizantes que unen ‘ro cori ‘r }
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y su complementano es
(1 exp~.0 (E) { £ £ Nf \ >3 existe una unica geodesica minirnizante que une £<~ CON £
Sea p : Al \ Y] —> M \ Y] la cubierta universal de Al \ Y] - Consideraremos en AlY] la métrica
hiperbólica inducida por la de Al \ Y] - Como U c M \ Y] es homeomorfo a una bola abierta, su
levantamiento p’([I) es tina unión de copias disjuntas de [1 - Sea V una componente conexa de
y sea ¿4 p’(xo> nY - De hecho, 1/ es el dominio de Diriehlet con centro en ¿4 , para la
acción discreta por isometrías del grupo fundamental w1 (Al \ Y], x~) en M\Y] -
Sea D : Al \ Y] —~ una aplicación desarrolladora, que es una isonietría local (pero en general no
es una cubierta). Sea p : ~i (Al \ Y], x~) —> lsorn(H
3) la representación de hiolonomia correspondiente.
Entonces se verifica la siguiente condición de equivariancia: D(’yx) = (p’y)(D(x)) para todo £ E Nf \ Y]
y todo’y c ~i (Al\Y]) (que actúa en Al \ Y] como una transformación cubriente). Denotemos O = 144) -
Definición 2.1. Llamaremos poliedro de I)irichlct 7’ de la variedad cónica Al , centrado en el punto
O , a la clausura de la imagen de Y por la aplicación desarrolladora D
7’ = 13(V)
En esta sección vamos a probar que 7’ es un poliedro hiperbólico compacto, estrellado en el punto
O (ver la definición 2.3) , y que la variedad Al es isométrica al espacio que se obtiene identificando
las caras dc 7’ mediante isometrias hiperbólicas. Además, las caras dc 7’ están contenidas en planos
bisectores entre el punto base O y sus imágenes por ciertos elementos del grupo de bolonomía. Por
tanto, 7’ es una generalización del dominio de Dirielilet de tina orbiforma hiperbólica, lo cual justifica su
nombre.
Primero tenemos que definir qué entendemos por poliedro hiperbólico compacto estrellado en un punto.
Definición 2.2. Dado un conjunto E c U3 y un punto O ~ E , diremos que 7’ c U3 es el cono desde
O sobre 13 si:
(i) 7’ es la unión de todas las geodésicas minimizantes que unen O con puntos de B
(u) para cada par de puntos distintos £ , y e E , las geodésicas que unen O conx e y sólo se cortan en
el punto O
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Definición 2.3. Diremos que 7’ c U3 es un poliedro compacto estrellado en un punto O si existe un
subconjtinto 13 c 7’ tal que:
(i) 7’ es el cono desde O sobre 13
(u) 13 está contenido en una unión finita de hiperpíanos de U3
(iii) 13 es homeomorfo a una esfera S2 -
(En panicular, 7’ es homeomorfo a una bola cerrada, el punto O está contenido en el interior de 7’ , y el
borde de 7’ es ¡37’ = 13 -)
Observación. Las definiciones son análogas en los casos cuclideo y esférico.
La demostración de que eh poliedro de Dirichlet 7’ es un poliedro hiperbólico compacto, estrellado
en el punto O , sigue el siguiente esquema.
(1) Demostra.mos que el borde de 7’ es homeomoifo a una esfera, y que 7’ es el cono desde el punto
base O sobre su borde ¿37’ - Esto se hace en el lema 2.1.
(2) Probamos que el borde de 7’ está contenido en una unión finita de hiperpíanos de E3 - Estos hiper-
planos son de hecho planos bisectores entre el punto base O y sus imágenes por ciertos elementos
del grupo de holonomia. Esta parte de la demostración se divide a su vez en dos pasos:
(a) Definimos un cierto conjunto U c w~ (Nf \ Y], xc) (que llamaremos las facetas generales de 7’,
cf definición 2.4) , y demostramos que es finito, en los lemas 2.2, 2.3 y 2.4.
(b) Demostramos que (37’ está contenido en la unión de todos los planos bisectores de la forma
H’y = e U3 ¡ d(£,O) = d(£,p’y(O)) } donde ‘y CF - Esto se hace en el lema 2.5 y el
corolario 2.6.
Con esto ya está probado que 7’ es un poliedro compacto, estrellado en el punto O (corolario 2.7).
Finalmente, en los lemas 2.8 y 2.9 demostramos que la variedad cónica M es isométrica a un cociente de
7’ , obtenido identificando dos a dos sus caras mediante isometrias hiperbólicas. Además, estas isometrias
de pegado son de la forma p’y , donde ‘y e E (y p es la representación de holonomia de Al).
Lema 2.1. El borde del poliedro de l)irichlet 7’ = D(Y) es homeomorfo a una esfera, y 7’ es el
cono desde el punto base O sobre su borde 87’ -
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e’
Demostración. Consideremos el siguiente diagrama, que es
















Identificaremos los tres espacios tangentes ~U
3 , Tg~ (M\Y]) y T~
0(M \ Y]) - Dentro de cada uno de
ellos, tenemos los siguientes conjuntos (que denotaremos siempre igual, con independencia de cuál sea
el espacio tangente en e] que Jos estemos considerando en cada momento):
E = { ti’ ¡ O =t < ¡z(xr) , y vector tangente unitario }
É = { ti’ ¡ O =t =¡í(x’) , ir vector tangente unitario }
DE = { p(ir)x’ ir vector tangente unitario }
(homeomorfo a una bola abierta)
(homeomorfo a una bola cerrada)
(homeomorfo a una esfera)
Recordemos que E es eh cono desde el origen O sobre cl borde ¿iB , y que Y = exp£Ú(E) - Entonces
exp0(E) D(expj(E)) = D(Y) . Como exp0 es un difeomorfismo, resulta que 7’ = i)(V) =
exp0(É) - Por tanto, el borde de 7’ coincide cori exp0ffiE) , que es honícomorfo a una esfera, y
7’ = expo(É) es el cono desde O = exp0 (O) sobre 07’ = exp0(DE) - EJ
Definición 2.4. Llamaremos conjunto de facetas generales del poliedro dc Dirichlct 7’ al siguiente
subeonjunto de wi(M\Y],x19)
E {‘y e ir1 (Al \ Y], ~ 1 existe £ e Al \ Y] tal que hay dos geodésicas rninirnizantes o, /3 que
unen ‘ro con x , de modo que [alt’] ‘y en ir1 (Nf \ Y], £<j) 1
Observemos que ‘y ~ 1 para todo ‘y C E , ya que si a, /3 fueran dos geodésicas minimizantes que unieran
=r<>con x y 1afi’1 = 1 enw,(M\X4’ro) entonces ayÚse levantarían adosgeodésicasdistintas conlos
mismos extremos en Al\Y] , y esto es imposible por ser Al\Y] una variedad hiperbólica simplemente
conexa (en efecto, Da y D/3 serían dos geodésicas distintas en U
3 que se cortarían en dos puntos).
Otra propiedad evidente de E es que si ‘y e 1 , entonces también su inverso y’ e 1’ . De hecho, E
e,
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está en biyección con el conjunto de trasladados del dominio de Diriehlet Y que son adyacentes a Y
E = {‘y c wdAl\Y],-.ro) ¡ Vn’y~) #0}
Para cada’y cF definimos el píano bisector
H7={xcU3 1 d(x,O)=d(x}p’y)(O))}
Por abuso de lenguaje, a veces llamaremos también “faceta general” al píano bisector determinado
por una faceta general ‘yc E -
En el corolario 2.6 veremos que el borde del poliedro de Diriehlet está contenido en la unión de
píanos bisectores 11$ , con ‘y c Y . Antes necesitamos probar que el conjunto t es finito. Para ello, hay
que tener en cuenta la estructura que tiene la variedad cónica Al en un entorno de la singularidad.
Definición 2.5. Dado un punto singular x c >3 , en el que el ángulo cónico es O , diremos que una
bola de radio y centrada en x es una bola estándar si es isométrica a un sector de ángulo O de una bola
hiperbólica de radio y , con los lados identificados mediante una rotación de ángulo O . Diremos que
un camino cerrado ji es un meridiano de la sinqularidad próximo a ‘r si está contenido en una bola
estándar B(x, r) y genera cl grupo fundamental de B(x, r) \ Y] (ver la figura 2). Obsérvese que hay dos





Lema 2.2 .Sea 13 una bola estándar centrada en un punto singular £ E Y] , y sean y , z e U \ >3
Entonces existen a lo sumo dos geodésicas minimizautes a /3 que unen y con z dentro de E , y
en ese caso el producto a/3 es un meridiano de la singularidad próximo a :r (ver la figura 3,1.
EJ
‘Ex:
Teniendo en cuenta este lema, vamos a ver a continuación que, para definir el conjunto 1’ , pode-
mos restringimos a considerar geodésicas que estén fuera de un pequeño entomo tubular abierto dc la
singularidad. De aí~uí se deducirá que F es finito,
Lema 2.3. Exste un entorno tubular abierto N(Y]) de Y] en Al , que satisface la siguiente condición:
Si existen dos geodésicas mín~mízantes aY, 13£ que unen £o con un punto x E N(Y]) \ Y] , entonces
existe otro punto y E Nf \ N(Y]) y dos geodésicas minimizan/es ay, /3-~ que unen ‘r~ con y tales
que {axfl’] = [ay/3~ en ir1 (Al \ Y], :rc) . Además, las geodésicas ay, /
3y están completamente
contenidas en Nf \ N(Y])
Demostración. Supongamos que no existiera un tal entorno N(Y]) - Entonces existiria una sucesión
de puntos {£,,} G Al \ Y] con d(x,,, Y]) —+ O y existirían pares de geodésicas minirnizantes a,,, /3,, que
unen ‘ro con ~ , tales que [aJ%71] # fa,,/3§] en w
1(M \ Y], -xo) si tu u - Por el teorema de
urifAscoli, podemos suponer (tomando subsucesiones) que a~ a y /3,, —> /3, donde a, /3 son geodésicas
mímmizantes que unen n~ conr = lirn(x,,) e Y] -
Sea E una bola estándar centrada en x e Y] - Elegimos t1 e (0,1) tal que a(ti) E 13 \ Y] y
/3(/~) e E \ Y] - Como en Nf \ Y] dos cunas uniformemente próximas son homótopas, resulta que existe
e >0 tal que si ~ : [0,ti] — M\Y]sondos curvas talesque d(’y~(t),a(t)) < eparatodo tE [0,t1] y
‘y~(0) = ‘ra, i = 1,2 ,entonces existeunaúnicageodésicaminimizante e: [0,1] B\Y] que une
con ‘y2(t1) , y una homotopía 11 : [0,1] x fO, t~] —+ Nf \ Y] tal que [1(0, t) = ‘y~(t), 11(1/) = 72(t)
I-I(s, 0) = £ú y 1I(s, t~) = c(s) - Tomamos e suficientemente pequeño para que la misma condición se
Figura 3
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verifique para dos curvas que estén a distancia menor que e de /3 -
Como (Y,. 124 a y /3,, ~ ¡3 , de [o anterior se deduce entonces que existe un entero N tal que
sí m,n > N entonces (tfl~0t1] es homótopa a a~li0tj en Nf \ Y] ~‘ es homótopa a
/~I en Nf \ >3 , mediante homotopias que desplazan a,,Q1) hasta a,,.(/i) (resp.
/Jm(tíl) siguiendo la única geodésica minimizante que los une.
Vamos ahora a fijarnos en lo que ocurre dentro de 13 . Supongamos que ni, n> N - Entonces, por
el lema 2.2, existen a lo sumo dos clases de homotopía posibles para an}[/1, ~ (con extremos fijos) y
/lTj/1) hasta
lo mismo ocurre con Otrúk/i ~ kt1, 1] Ui, U (ver figura 4).
>2
Por tanto, tomando una subsucesión si es preciso, podemos suponer que existe una homotopia Ji
[0,1] x [t~,1) —-4 Nf \ Y] tal que H(0,t) = a,,(t) , [1(1/) = a,,1(t) , H(s,t1) es la única geodésica
minimizante que une o4t2) con a,,,(tj) , y fi(s, 1) es la única geodésica minimizante que une x,, con
y podemos suponer que existe tambiénunahomotopiadel mismo tipo entre /k~1 ~ y /t1~~~1 ~ -
Combinando ahora todas las homotopías en M \ Y] entre los distintos segmentos de a,. y a,,, (resp.
¡3,, y ¡3,,.), resuLta que (a~fl§] = jcx,,j3~’] en ir1 (Nf \ >3,xo) lo cual contradice la hipótesis.
Por tanto, existe un entorno tubular abierto W de Y] en Nf , tal que si £ e lE \ >3 verifica que
existen dos geodésicas minimizantes a-x, /3~ que unen ‘r~ con’r , entonces existe otro y C Al \ VV y dos
geodésicasminimizantes ayj?y que unenx0 con y, de modo que La’r/)~’) = {a-y/)~’] en-rrí(M\Y],xo) -
Pero ahora la unión de todas las geodésicas minimizantes que unen x~ con cada uno de los puntos de
Figura 4
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Al \ W es un conjunto compacto que contiene a Al \ W , y su complementario N(Y]) es un entorno




Lema 2.4. D/ conjunto E es finito, e’
e




17 = {‘y e iri(Nf \ N(Y]),x0) existe £ £ Adj N(Y]) tal que hay dos geodésicas minirnizantes a,/3
que unen ‘r<~ con -x dentro de Nf \ N(>3) , de modo que [a/3’} = ‘y en ir1 (M \ N(>3), Yo) } —.
e’
0*
Como Al \ N(Y]) es una variedad compacta (con borde), resulta que sólo hay un número finito de clases
0*de bomotopia en w1(M \ N(>3),’r0) que admitan corno representante una curva c : (0,1] —> Al \ N(2) —
de longitud long(c) =2diam(Al) (cf [Gro, §1.13, pág. 7j o aplicar los mismos razonamientos que en
el lema precedente). Pero todo ‘ye E está representado por un producto de dos geodésicas minimizantes
0*
af3
1 , de longitud Long(a) + Ion g(/3) ~ 2 diarn(M) . Por tanto, E es un conjunto finito. EJ e,
e’.
Vamos a ver ahora que el borde del poliedro de Dirichlet 7’ está contenido en la unión (finita> de
a
todos los planos bisectores determinados por las facetas generales ‘y e E -
0*
e’Lema 2.5. Sea rx : [0, 13 — Al \ Y] una geodésica minimizan/e maximal tal que a(O) = ro y sea
0*
¿5 : [ú,13 —-4 M\Y] su levan/amiento con 5(0) = ¿4 . En/onces va es un segmento geodésico en —.
cuyo extremo DS(I) e U [¡‘y . e’
yCT’ 0*
e’
Demostrach5n. Sea x = a(1) e Al \ Y] - Como a es maximal, x e Cukr
0 - Por el lema 1.2, existe e,,
al menos otra geodésica minimizante ¡3: jO,!] —* Aif \2 que une ‘ro con x - Sea ‘y = [a/V’] e U’ G e’
e’
ir1 (Nf \ VV, Yo) - Sea a : (O, lj — M\Y] cl levantamiento de a con origen en ~ , y sea 5$ = 5(1) su —
extremo. Si /3 : [0,1] —+ M\Y] es el levantamiento de /3 con origen en ‘yxo , entonces su extremo es
también /3(1) = 5(1.) = 51, por ser [a/t’j = ‘y - Además, long(S) = longQ3) = d(x,x<>) . Entonces
0*
y 13$ son geodésicas en IP que unen D(~ con D(~o) = O y 1)(’y5$o) = /97(0) , respectivamente,
y long(D¿5) = Long(S) = long($) = long(D/3) - Como en UY todas las geodésicas son utinimizantes,
resulta que d(O, DQB)) = d(p’y(O), DQifl) - Por tanto, L)QF) E 117 - EJ
e’
0*













Demostración. Consideremos de nuevo el diagrama conmutativo de la demostración del lema 2.1, y los
tres conjuntos E , É y DE . Sabemos ya que el poliedro de Dirichlet es 7’ = exp0(E) , y que su borde
es ¿37’ = exp0(DE) -
Los puntos de DE corresponden a los extremos de geodésicas minimizantes maximales de Al , y sc
dividen en dos clases: los que pertenecen a Y] , y los que pertenecen a Cut£0 \ Y] . Denotaremos por 5
el conjunto formado por los que corresponden a puntos de Y] - Con más precisión, recordemos que en el
corolario 1.6 de la sección 1, definimos una aplicación continua y sobreyectiva ?~~YO : TÉ — Nf que es
extensión de CXPY0 : E — Al \ Y] - Entonces DE = ~S~E¿(Cut£O) , y 5 = exp¿(Y]) c DE -
En el lema 2.5 hemos visto que exp0(DE \ 5) = D(exp5$0(DE \ 5)) c U IJ’y que es cenado
en H
3 (porque F es finito). Por Unto, para probar que 37’ = exp
0(DE) también está contenido en esta
unión finita de hiperpíanos bisectores, sólo hace falta ver que DE \ 5 es denso en DE -
Ahora bien, como Al\Y] es una variedad hiperbólica, la exponencial CXPYO : E — Al\Y] incrementa
las distancias (cf [KN], cap. VIII, §8). y por tanto cada punto de Al está unido por un número finito
de geodésicas minimizantes a x~ - Es decir, para todo £ E Al la fibra ~P$~(£) es finita. Como
>3 C G Al tiene dimensión 1, resulta que 5 = ~JXPit(2) G DE tiene dimensión 1. Por tanto,
DE \ 5 es denso en DE . En consecuencia, 07’ es un subeonjunto de la unión finita de píanos bisectores
U 11$ , homeomorfo a una esfera. EJ
Corolario 2.7. El poliedro de Dirichlet 7’ es un poliedro compacto estrellado en el punto O . EJ
Definición 2.6. Denotaremos por Sing = exp0(S) c 137’ cl desarrollo de la singularidad Y] . Es una
unión de segmentos geodésicos disjuntos (y posiblemente algunos puntos aislados) contenidos en el borde
del poliedro 7’ - Diremos que los puntos de Sing son los puntos singulares del poliedro de Dirichlet 7’ -
Finalmente, vamos a ver que la variedad cónica Al es isométrica a un cociente de 7’ , obtenido
identificando dos a dos sus caras mediante isometrias hiperbólicas del tipo p’y , donde ‘y E 1’ - Haremos
esto en dos pasos:
— Nf \ Cut~0 es isométrica al interior del poliedro de Dirichlet 7’ (lema 2.8).
— Al es homeomorfa aun cociente de 7’ , obtenido identificando dos a dos sus caras mediante isometrias
hiperbólicas del tipo p’y donde ‘y e E (lema 2.9).
Como Nf \ Cut£0 es un abierto denso en Al , con esto habremos probado que Al es de hecho isométrica
a ese cociente de 7’ -
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0*’
Lema 2.8. La restricción a Y de la aplicación desarrolladora, 13 Y Y 13(V) es una isometrYa
sobre su imagen. En. consecuencia, U = Nf\Cut£0 es isométrico al znterior del poliedro de Dirichlet
7’.
Demostración. Como D es una isometria local, basta ver que es inyectiva. Esto se deduce de que
Y es estrellado en Yo , y dos geodésicas en el espacio hiperbólico U
3 se cortan a lo sumo en un punto.
Como U = Al \ Cut£
0 es isométrico a Y , de lo anterior se deduce que Al \ Cut£0 es isométrica
a D(V) , que coincide con el interior de 7’
EJ
Lema 2.9. La variedad cónica Al es isométrica a un eociente del poliedro de Dirichlet 7’ , obtenido
identificando dos a dos sus caras mediante isometrr’as hiperbólicas del tipo p’y , donde ‘y G 1’
Demostración. Usamos las mismas notaciones que en el lema 2. 1. Como 1~3iP£O : E —~ Nf es continua
y suprayectiva, y TÉ y Nf son compactos, resulta que Al es homeomoifa al cociente de E obtenido al
identificar ir , w e DE si ~~1’£0(ir) = ~YPx0 (w) . Ahora bien, exp0 : E ~ 13(V) es un homeomorfismo.
Por tanto, Nf es homeomorfa al cociente dc 7’ = 13(V) obtenido al identificar dos puntos Y, y del borde
de 7’ si ~p£O(exp¿’(x)) = Z~YP£O(exp¿5’(y)) . Como U = exl)YO(E) es un abierto denso en Al que
es isométrico a 13(V) (por el lema 2.8), se deduce que Al es de hecho isométrica a este cociente de 7’ -
Sólo falta ver que las identificaciones en el borde de 7’ se realizan mediante isometrías hiperbólicas del
tipo p’y, donde ‘ye f -
Supongamos que £ un punto del borde de 7’ no contenido en la singularidad Sing, y que y es otro
punto que se identifica con £ . Sean ir = exp~’ (x) y w = exp¿’ (y) - Consideremos las geodésicas
a(t) = exp£0(tv) y /3(t) = Z~Xy3~0(tw) , para O < t < 1 - Entonces a y /3 son dos geodésicas
minimizantes maximales en M que unen £0 con un mismo punto de Nf \ Y] - Sea’y = [a/Y’] e F c
(A.’f \ Y’ ‘r.fl Cnnchlpwn,nc Inc In-u,,intc.mt~ntnc ~ x, 14 nr’ (y ~. 14 1,~ ri,biprh, nniuprcnl /14 \ Y cnn
origen en ¿4 . Entonces D¿5(1) = exp0Qv) = Y y 13/3(1) = exp0(w) = y - Pero por otra parte
/3(1) = ‘y—~(¿i(i)) , porque [a/Y’] = ‘y - Por tanto, y = D(’y—’QI(1))) = ¡)‘y—1(Da(1)) = p’y’(£) -




(1) De ahora en adelante daremos el mismo nombre a un punto de 7’ y al punto que le corresponde en
Nf (cuando se hacen todas las identificaciones en el borde de 7’). Cuando hablemos de las “caras”
de 7’ , nos referimos siempre a las caras de dimensión 2.
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(2) Conviene observar que, en la demostración del último lema, nada garantiza que cualquier punto x
contenido en una cara de 7’ de la forma H~ nP se identifique con el punto py1(z) . De hecho,
esto es falso en general cuando algún ángulo cónico es > ir - Lo que ocurre es que una cara de
7’ puede estar dividida en vanas porciones por “aristas escondidas”, contenidas en el interior de la
cara. (Por ejemplo, en el dominio lenticular para la orbiforma esférica (S3, [p/q], w) , los dos arcos
que constituyen la singularidad son “aristas escondidas”, véase la figura 9 del capitulo 1.) Cada una
de estas porciones se identiflea con otra cara (o porción de una cara) de 7’ mediante una isometria de
la fomia p’y - Pero estas isometrias de pegado p’y serán en general distintas para distintas porciones
de una misma cara.
Más adelante veremos que este fenómeno no se produce cuando todos los ángulos cónicos son Kw -
En ese caso, la variedad Nf se obtiene identificando cada cara AP del poliedro de Dirichlet con
la cara H ~ nP , mediante la isometria pV1 -
‘y
(3) Todo lo que hemos hecho hasta ahora es también válido paravariedades cuclideas y esféricas cónicas
compactas con todos los ángulos cónicos < 2w . En el caso euclideo, todos los argumentos son
aplicables sin ninguna modificación. En el caso esférico, la posibilidad de que hubiera puntos con-
jugados podría crear en principio problemas. Sin embargo, las siguientes observaciones garantizan
que el punto base Yo no tiene puntos conjugados, y por tanto también en el caso esférico son váJidos
los mismos razonamientos:
(i) Una variedad esférica cónica Nf con todos los ángulos cónicos < 2w tiene diámetro ti w (cf.
[KN], cap. VIII, corol. 4.3; véase también [GHL], tE 3.8.5).
(u) Supongamos además que Nf # , y sea xo E Nf \ Y] un punto no singular arbitrario. Entonces
d(xo,£) <irparatodoxcAl -
Como en una variedad esférica la distancia entre dos puntos conjugados es siempre igual a w (cf.
[KN], cap. VIII, corol. 4.3), de (ji) se deduce que el punto base £0 no tiene puntos conjugados.
Demostración de (u): Supongamos que existiera un punto x e Al tal que d(xo, x) w - Entonces
(usando las mismas notaciones de antes), el punto antipodal O’ dc O pertenece a 13(V) - Sea ahora
y e Al \ Y] un punto no singular cualquiera. Entonces existe una geodésica minimizante a que une
£ con y , y a((fJ, 13) c Al \ Y] . Sea ¿5 un levantamiento de a a M\Y] tal que ~(0, e)) GV para
suficientemente pequeño. Entonces D¿5 es un arco de geodésica en , que tiene necesariamente uno
de sus extremos en el punto O’ - Por tanto, D& se puede prolongar a una geodésica (minimizante)
que une O’ con O en 13(V) G ~:3 - En consecuencia, cualquier geodésica minimizante que una un
punto arbitrario í’ e M \ E con x , se puede prolongar a una geodésica mínimizante (de longitud
w) que una ~o con .r en Nf - De aqui se deduce que todas las geodésicas mmninjízantes maximales
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que emanan de ir0 tienen longitud ir - Como Yo es no singular (y por tanto un entorno de £0 en Al
es isométrico a una bola en S
3), resulta que M = ~:l - EJ
Vamos a enuncias ahora algunas propiedades del conjunto E en relación con el poliedro 7’ , que nos
harán falta más adelante.
Lema 2.10. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
(1) Para todo ‘y e U , cl híperpíano 1I’y corta al poliedro 7’ en aMin punto no singular del borde.
(2) Sea e una arista de 7’ , y sea £ £ e un punto no sin,qular cf9ntenido en su interior: Entonces
existen dos elementos distintos (no triviales) -y
1 , 72 C 1 tales que:
— ~ 7’ ~ 11½0 7’ son las dos cara.s del poliedro 7’ que inciden en la arista e , 7/
- existen ti-es geodes~cas mrnimizantes distintas a, /3, ‘y que unen ~ con Y en Nf y verifican
que [a/t’) =‘y~ 4a’y’J ‘y~ Cnwi(M7t,YO)
El punto Y SC identifica con p’yV’(£) t’ p’yI’fr) , y los tres puntos £ , p’y[’(£) y p’y%1(£) son
—1 —todos distintos. Como consecuencia, ‘y~ 72 C y ¡9’y§ (e) O 11z 011—1 . (Obsérvese
que esto no quiere decir que 11í OP sca una caro. del poliedro 7’).
Demastracitin.
(1) Sea ‘yeF - Por la propia definición de E, existen dos geodésicas minimizantes a ,/3 que unen iro
con un punto £ ~ M\Y] ,de modo que [a/Y1] =‘y en wi(M\Y],£n) - Sca ¿5: [0,1] — M\>3 el
levantamiento de a a Al/Y] con origen en ¿4 - Entonces la imagen del extremo de a mediante la
aplicación desarrolladora, es un punto no singular contenido en H’yÑ 7’ , como en la demostración
del lema 2.5.
(2) Sean F~ , F2 las dos caras del poliedro 7’ que inciden en la arista e - Elegimos dos puntos y~,
en cl interior de cada una de estas caras y cerca de Y, de tal manera que los segmentos que unen
Y con ~ e VQ no contienen ningún punto singular. Entonces existe un único elemento ‘y, c 1?
tal que cl segmento [£,p,] sc identifica con el segmento jp’y7’(x),p’y)(yí)] o 1J~, 07’ (en
particular, fl = 1171 2 7’). Análogamente, existe un único 72 ~ 11’ tal que el segmento [Y. y2] sc
identifica con el segmento 1p711W,p71’0
2’2)i o H..< 07’ (y $2 = 1171 07’). Sean a,/3,’y las
geodésicas que unen O con Y P’y~’ (Y) y p’y%’ (Y) , respectivamente. Cuando se las ve dentro
de Al a,/3,’y son geodésicas minimizantes que unen £0 con Y en Nf \ Y] , y [a/Y’] = =1 y
1<
1] = 72 - Como ‘y’ ~ ‘y~ (y ambos son no triviales), resulta que las tres geodésicas a, /3’y son
distintas. Por tanto los tres puntos x , P7« (‘) ~7I’<i) son también distintos. Por la definición
de E , es claro que ]/3v’] = [a/Yfl~1jay’J = 772 £ 1’ - Además, p’yV’(£) ~
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ya que d(p’y~1(£)p’y~1’y2(O)) = d(£,p’y2(O)) = d(x,p’y,(O)) = d(p’yI’(Y),O) - Todo esto se
verifica también para cualquier otro punto Y’ de la arista e suficientemente próximo a Y - Por tanto
p’yI’(e)GII —íOH 72 -
71 7]
EJ
3. POLIEDRO DE DIRICULET DE UNA 3-VARIEDAD CÓNICA HIPERBÓLICA
CON ÁNGULOS CÓNICOS MENORES QUE
En esta sección probaremos que, cuando todos los ángulos cónicos son < w , el poliedro de Dirichlet
7’ de hecho es convexo, y lo escribiremos explícitamente como una intersección finita de semiespacios
ceaados en H
3 -
Lema 3.1. Sea Nf una variedad cónica con todos los ángulos cónicos < 2w , y sea e una arista no
sznguIar de su poliedro de Dirichlet 7’ . Entonces el ángulo diédrico de 7’ en la arista e es < w
Demostración. Sea e una arista de 7’ no contenida en la singularidad Sing - Entonces sabemos que la
suma de los ángulos diédricos en torno a todas las aristas que se identifican con e debe ser igual a 2w -
Denotamos por ¡(e) el ángulo diédrico en e . Elegimos un pequeño segmento e’ contenido en el interior
de e y formado por puntos no singulares. Existen entonces 71,72 e E como en el lema 2.10(2). ‘yi # ‘y~
tales queecl/’y
1 OH72 07’, y el segmento e’ se identifica con p7V’(e’) C H«i OH í 07’ y
‘yj’y2
con p’yj
1(e’) c U í oh < 07’ . Estos tres segmentos son todos distintos, por el lema 2.10(2).
72 ‘y2’y’
Consideremos el plano fi que pasa por O y es ortogonal a la recta 1 1I~, O H
72 (ver la figura
5). Este plano U es el plano determinado por los puntos O , p’yi(O) y p’y2(O) - Sea E = ¿ OH . y
consideremos dos pequeños segmentos [P, A] c 11, o U , [J~ 13] c ~17~ O U (ver la figura 5). Sean
a = ¡(O, E, A) y /3 = ¿(O, E, 13) . Entonces el ángulo diédrico de 7’ en e es ¡(e) = a + f3
El plano que pasa por O y es ortogonal a la arista ír§’(e’) c 11, OH..1 es el plano que
pasa por los tres puntos O , p’y[’ (O) y 77172(0) - Por tanto, es la imagen por la isometria p’y{
1 del
plano determinado por los puntos O , p’yí(O) y p’y2(O) , es decir, coincide con p’y7’ (U) - El segmento
[p’y71(P),p-y’(A)] está contenido en 111 O p’y7’(H) - Como 7’es estrellado en O , resulta que el
ángulo diédrico en p’y7~(e’) es estrictamente mayor que el ángulo ¡(O,p’y{’(P),p’y[1(A)) - Ahora
bien, este segundo ángulo es igual a a - En efecto, el triángulo A(O,p’y71(P),p’y{1 (A)) es isométrico
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a A(O, /->, A) , ya que: { d(1’, O) = d(Jt p’y,(O)) = d(p’y~1 (Y), O)
<4,0) = d(A,p’y~(O)) = d(p’y’(A),O)
d(P,A) = d({rJ’(P),p’y~’ (A))
Por tanto, 2(p’yV1(e’)) > Z(O,p’y~’(P),p’y~’(A)) = a - Análogamente, 2(p’y~’(e’)) >
2(O,p’y.»(P),p’y§’(B)) = /3, luego /(p’y{1(c’)) ±<p’y.j’(e’)) > a±/3
Pero ahora la suma de los ángulos diédricos en todas las aristas que se identifican con e es mayor o
igual que ¡(e) ±2(p<’ (e’))±2(p~’(e’)) - Por tanto, 2(a+/3) < ¡(e) +L(p’y~1 (e’)) +2 (p§’ (e’)) <



















Corolario 3.2. Si Al es una varredad cónica con todos los ángulos cónicos < -ir , entonces su
poliedro de Dirichle! 7’ es convexo.
Demostraci¿n. Basta ver que los ángulos diédricos en todas las aristas dc 7’ son < ir - Si una arista está
contenida en la singularidad Sing, entonces el ángulo diédrico en ella es ~ -ir por hipótesis. Si una arista
no está contenida en la singularidad, entonces el ángulo diédrico en ella es < ir por el lema anterior. EJ
Observación 3.1. Recalquemos que si Nf es una 3-variedad hiperbólica cónica con ángulos cónicos
< 2w , entonces el lema 3.1 dice que cualquier arista del poliedro de Dirichlet de Nf en la que el ángulo
diédrico sea > ir , necesanamente es una arista singular. En particular, si hay una “arista escondida”
contenida en el interior de una cara, entonces debe ser una arista singular, y algún ángulo cónico debe
ser > ir -
Corolario 3.3. Sea Al una variedad cónica con todos los ánqulos cónicos < 2w . Denotemos por 7’
su poliedro de Dirichlet centrado en un punto base 0 , y por Sing el conjunto de puntos singulares
del poliedro de Dirich le!. Entendemos por “caras” (resp. “aristas”) de 7’ \ Sinq , las componentes
cone£as del complemento de Sinq dentro de cada cara o arista de 7’ (si todos los ángulos cónicos
son <ir , entonces no son más que las caras y las aristas no singuiares de 7’ ). Entonces:
(1) El interior de las caras de 7’ \ Sing corresponde a los puntos de Nf \ Y] que están unidos a Yo
por exactamente dos geodésicas minimizantes.
St interior de las aristas de 7’ \ Sing corresponde a los puntos de Nf \ >3 que están unidos a
Yo por al menos tres geodésicas minimizantes.
Los vértices de 7’ \ Sing corresponden a ¿os puntos de Nf \ Y] que están unidos a x0 por mas
geodésicas minimizantes que ningrin otro punto de un pequeiio entorno suyo.
(2) Para cada arista no singular e de’P\Sing , elijamos un punto cualquierap6 de su interior; y sea
17(e) = {todas las geodésicas minirnizantes que unen Yo con p~ en Nf)> Para cada vérticev de
P\Sing, sea F(v) = {todas las geodésicas rninirnizantes que unen x0 <300 ven Al}. En/onces
~= (U{ [a/Y~) cwi(Nf\Y],£o) a,/3 e 17(e) ,a#/3})U(U{ja/t’] Eiri(Nf\Y],xo) ¡ a,/3C
e y
17(v) , a # ¡3}) , donde las uniones se extienden a todas las aristas no singulares e y todos los
vértices no singulares y de 7’ , respectivamente. EJ
Con otras palabras, para determinar F a partir del poliedro 7’ , basta hacer lo siguiente. Para cada
aristano singular e de 7’ \ Siny , se elige un punto p~ de su interior, se consideran todos los puntos p de
DR que se identifican con p6 ,y se calculan las clases de homotopía, en Nf \ Y] , de los caminos formados
por la geodésica que va de O a p6 , seguida de la geodésica que va de un p~ a O . Análogamente, para
cada vértice no singular y dc 7’ \ Sing , se consideran todos los vértices y’ de DIP que se identifican con
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u , y se calculan las clases de homotopia, en Nf \ Y] , de los caminos formados por la geodésica que va
de O a u , seguida de la geodésica que va de un u’ a O - El conjunto formado por todas estas clases de
e’homotopia es 1? - —
e,.
Definición 3.1. Llamaremos conjunto de facetas propias del poliedro de Dirichlet 7’ al siguiente —
subeonjunto de wi(Al \ Y], Y
0) —
e,.
17 = { ‘y e w1 (Nf \ Y], Y<~) existe Y e Nf \ Y] tal que hay e:ractamente dos geodésicas —
rniriimizantes a, /3 que unen x0 cori £ , y [a/É ~J= ‘y en w~ (Nf \ >3, Y~) 1 c 1’ —
e,,
e,Por abuso de lenguaje, a veces llamamos también “faceta propia” al plano bisector 1-17 = (Y C Ni
3
0*
d(x, O) = d(£, (p’y)(O)) } determinado por una faceta propia-y e 17 - Toda faceta propia es en particular
una faceta general; llamaremos faectas fantasma a las facetas generales que no sean facetas propias. —
Para cada-ye 1’, definimos el semiespacio abierto E = (Ye U3 ¡ d(x,O) < dÁ, (vr)>0)) 1
y denotamos por TÉ su adherencia. —
Lema 3.4. Cuando todos los án,qulos cónicos de la variedad eón ca Nf son < ir el poliedro de
Dírichlet coincide con la intersección finita de se-miespacios cerrados fl TÉ-y . Es decir
1c1< —.
e,
7’ = (Y e U3 4£. 0) < d(£, (p’y)(O)) , para todo ‘y cF y e,
0*
e’
Demostracibn. Lo único que falta ver es que un hipe~lano de la forma 117 , donde ‘y e 1’ , no puede
cortar al interior del poliedro 7’ - Supongamos que Jfl~, contuviera un punto y del interior de 7’ - Entonces —
epor el lema 2.10(1), sabemos que 1í’y también contiene un punto no singular x del borde de 7’ - Como
e
7’ es convexo, el segmento Iy, Y] está todo él contenido en el interior de 7’ (salvo el extremo Y). Por
e.
tanto, 1J’y contiene puntos del interior de 7’ arbitrariamente próximos a £ , y podemos suponer que y —-
está tan cerca de Y como queramos.
e’
Sea i~ e y C M\S tal que £ = D(5i) - Entonces existen dos geodésicas minimizantes que unen
0*
Y con ~ y M~o) , respectivamente. Como la aplicación exponencial es abierta, existe un entorno W
0*’
de i~ en Nf \ Y] tal que todo punto z e W se puede unir mediante dos geodésicas ¿5< , /3< con ¿i5o
y ‘-4xo) , respectivamente. Entonces W = 0(W) es un entorno de Y - Por la primera observación, —
podemos suponer que y está en JI—y-MW - Sea~e Y c Nf\Y] tal que y = D(jj) . Como y eH-y 0*
0*
long(13a~) = long(D/3
2) , Luego tong(¿52) = [oug(/3~) - Por tanto, o~ = pa,~ y ~ = P/3v son dos e,
geodésicas mímmizantes que unen Yo con ~(ñ) - Pero esto contradice el hecho de que y está en el interior —
e’







Corolario 3.5. Sea Nf una variedad con¿ca con todos los ángulos cónicos < w . Entonces:
(1) Para todo ‘y e Ji , la intersección del hiperpiano It-y- con 7’ \ 8 es un conjunto convexo.
(2,) Si Y E O (7’ \ Sing) entonces Y se identifica con py1(x) e H —i o (7’ \ Sing) mediante
-y
la isometria p’y , y Y ~ p<t(Y)
(3) Si£e II’y~ ÑH’y
2fl(7’\Sing) entonces’y~”y2 etypv’ (Y) cfi —1 Mil ~i n(7’\Sing)
‘li 7i2
Además, los tres puntos Y , ¡ry[
1 (Y) y P’yj1 (Y) son todos distintos.
EJ
Observaciones 3.2.
— Si todos los ángulos cónicos son < w entonces el poliedro de Dirichlet es? = { £ E U3 d(Y, O) <
d(£, p-’¡(O)) ,para toda faceta propia -y E 17 } . Cada cara 07’ se identifica con la cara H ~ PR
7
mediante la isometria pv’ -
Como en la sección anterior, todo lo que hemos hecho aquí sigue siendo también válido en los casos
cuclideo y esférico.
4. UNA DESCRIPCIÓN LOCAL DEL POLIEDRO DE DIRICHLET CUANDO
TODOS LOS ANGULOS CÓNICOS SON MENORES QUE 2w
Cuando algunos de los ángulos cónicos son > w , el poliedro de Dirichlet 7’ en general no es
convexo (aunque puede serlo en algunos casos), y no se puede expresar como una intersección finita de
semíespacios cerrados. Sin embargo, de las demostraciones de los dos lemas precedentes se deduce la
siguiente descripción local de 7’ fuera de la singularidad Sing -
Lema 4.1. Sea Nf una variedad cónica con todos los ángulos cónicos < 2w . Sea Y un punto no
singular del borde del poliedro de Dirichíel 7’ , y denotemos pora la geodésica que une el punto base
O con £ en . Consideramos todos los puntos x’ , Y’,.. . de DR que se identifican con Y , y las
correspondientes geodésicas ~ ,a~1,... que unen el punto base O con
en . Le asociamos al punto x el subconjunto T(x) de E formado por las clases de homotopía,
en Nf \ Y] , de todos los caminos aa’~1 , aa”1 Con otras palabras,
F(£) = { [a/Y’] e wí(Nf \ Y], Yo) 1 /3 es una geodésica minimizante que une £g con x en Nf
y /3 ~ a } C U
Entonces e£iste un entorno U de Y en H3 tal que PO U = ( fl TÉ-y) O U
ycfúr)
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Demostraciñn. Usando el teorema de Ascoli y la finitud de E , es claro que existe un entorno W de Y en
Al \ Y] tal que si y e W está unido a Yo por dos geodésicas minimizantes a, , /3,, , entonces x también
está unido a Yg por dos geodéskas minimizantes a< , /3= de modo que [a=/3;’] = [a,,/3;’] - Sea U un
entorno de Y en U3 tal que (107’ c W dentro de Nf , y tal que U no contiene ningún punto de 7’ que
se identifique con Y y sea distinto de Y - Entonces ¿mo U = u ‘-¼-
ye “(u-)
Por otra parte, del lema 3.1 se deduce que, fiera de la singularidad Sinq, el poliedro de Dirichlet
7’ es localmente convexo. Si elegimos el entorno U de modo que U 0 7’ sea convexo, entonces por el
mismo razonamiento que en cl lema 3.4 se tiene que PO U = ( fl TÉ-y) o ti -
-yE 1(x)
EJ
Observación 4.1. Existe una biyección entre [‘(Y) y el conjunto de todos los puntos de 7’ que se
identifican con Y (y son distintos de x). Además, E U T(Y) -
xcP\S tYQ
5. UNA PRESENTACIÓN DEL GRUPO FUNDAMENTAL DEL COMPLEMEN-
TO DE LA SINGULARIDAD, A PARTIR DEL POLIEDRO DE DIRICHLET
Ciclos de facetas en torno a un punto no singular del poliedro de Dirichlet
Sea Y un punto no singular en el borde del poliedro de Dirichlet 7’ - Diremos que una sucesión
finita de elementos x
1 Á< de 1’ , es un ciclo de facetas en tomo a Y Si
• Y C 07’
• Y SC identifica con p~\y
1Qr) e 11< 0 07’ mediante la isometria p>q1 (donde A
2 ~ A;-’)
• p(x1 . . - x’)(x) se identifica con p(A7’ . . . A’)(~) e >4x~’ 0 Hx~±,07’ mediante la isometria
pxy1 (donde AH~ ~ Ay’) para i = 1,. ..,r— 1 ; y
• {4A—’ ... >J1ftY) =x -
Diremos que es un ciclo de facetas propias en torno a Y , si A~ e E para todo i . Diremos que es
un cwlo minimal de facetas propias en tomo a x si p(N7’ . . . A<’>(x) ~ Y para todo i < r -
Si A,,. . . , .X< es un ciclo de facetas en torno a un punto no singular x e 7’ , entonces A, = 1
en-n-,(Nf\S,Yo) -
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Una presentación de r~(Al \ Y],£u)
Por el Teorema de Seifert-Van Kampen, el grupo fundamental -ir~(Nf\>3, Yo) admite unapresentación
cuyos generadores son todos los elementos de 17 (es decir, todas las facetas propias), que podemos escribir
—‘ —lemparejadamente como ‘}í,’yj ~. ~ ‘y,,~ , y cuyas relaciones son las siguientes:
(i) ‘yg.-y7’ = 1 para todo j;
(u) para cada arista no singular e de 7’ \ Sing , se elige un punto p6 en su interior y un ciclo minimal
de caras propias A1 A,. en torno a p6 , y se escribe la relación A, . . . A,. = 1 - (Obsérvese que
—1todoA~.el’={’yívr ,‘yTfl,-y;;’})
6. EJEMPLO LA ESTRUCTURA DE ORBIFORMA ESFÉRICA EN 53 CON
SINGULARIDAD UN NUDO O ENLACE RACIONAL Y ANGULO 1800
En las secciones 5 y 6 del capitulo 1 vimos que la esfera S
3 siempre tiene una estmctura dc
orbifonna esférica con singularidad cualquier nudo o enlace racional ~p/q}y ángulo cónico igual a -ir -
Esta orbiforma se obtiene como el cociente dc ~J bajo la acción del grupo diédrico de orden 2p generado
w
por dos rotaciones A , fi de ángulo w , en torno a dos ejes que están separados a una distancia de — y
p
qw
forman un ángulo de — - Si la, 6 : aw = wb ¡ es la presentación estándar del grupo w
1 (SS \ [p/qj)
(resp. ¡a, 6 : aw = wa en el caso de un enlace), entonces A y B son las holonomías de los generadores
a y 6 - Sea O el punto medio entre los dos ejes de A y E - Entonces el poliedro de Dirichlet centrado en
O es la “lente” comprendida entre dos esferas máximas en que se cortan fonnando ángulo w/p . La
singularidad son dos arcos geodésicos situados en cada una de esas dos esferas formando ángulo qw/p
y 2p puntos sobre el ecuador de la lente, situados a igual distancia cada uno del siguiente.
Figura 6
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Las facetas propias de? son los elementos a, a1 , 6 y b—~ de wi(S3 \ [p/q]) -
El ecuador de la lente queda dividido por los 2p puntos singulares en f2p arcos iguales, que se
identifican todos entre si al pegar las caras de 7’ , dando lugar a un arco J’Q que une dos puntos
singulares (ver flgura 6). Elijamos un punto Y en uno cualquiera de estos arcos. Queremos ver cómo es
un ciclo minimal de facetas propias en tomo a Y - Para ello, tomamos un punto Y9 en el interior de 7’
próximo a Y , y consideramos un meridiano del arco PQ con centro en Y y que pase por Y~ , transverso
a las caras de 7’ (ver figura 7).
a 1
Escribimos ordenadamente las intersecciones sucesivas del meridiano con las caras (orientadas) de 7’ -
Esto da lugar a una palabra a en el alfabeto {a,a’,b,EF’} cuyas letras, permutadas cíclicamente.
producen [a palabra awV’w’ , que es la relación de la presentación estándar de w
1(S
3 \ Lp/q]) (resp.
—1 —1
awa ir 51 se trata de un enlace); véase la figura 8. (En realidad, podrían producir la inversa de la
relación, rvbw~a~ , pero esto se evita orientando en sentido inverso el meridiano elegido.) Asi pues.
un ciclo minimal de facetas propias en torno a Y ,e5 una palabra o- en el alfabeto {a, C’, 6, lE1 , cuyas





Suponganos que y es otro punto del ecuador de la lente que se identifica con x - Sea a el segmento
geodésico que une O con £ y /3 el que une O con y . Entonces !a/Y’i E w,(S3 \ ~p,/q]) se puede
escribir como una palabra g(a, 6) en el alfabeto {a, a1, 6, lE’ } , tal que la palabra u asociada al punto
Y comienza por g(a, 6) (ver figura 9). Es decir, g(a, 6) es un segmento inicial de la palabra a
4?
Figura 8. Ejemplo : a — (6a’lE’a)lE’(a’babJ’)a
Figura 9. Ejemplo : (a/Y’] 6a’61
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Por tanto, el conjunto i?(Y) (formado por todos los elementos ~afV’I de este tipo), está compuesto
por los 2p — 1 segmentos iniciales (distintos de la identidad) de la palabra o- - En consecuencia, el
conjunto 1’ de todas las facetas generales dc 7’ , está formado por todas las palabras g(a, 6) tales que
alguna permutación cíclica de la relación awlr’-w’ comienza por q(a,b) -
0*
7. SIMETRÍAS DEL POLIEDRO DE DIRICHLET
Supongamos que Al es una 3-variedad hiperbólica cónica con singularidad un enlace Y] c Nf , y
con todos los ángulos cónicos < 2w . Sea O Nf\>3 —> Ni3 una aplicación desarrolladora para la parte
no singular Nf \ >3 , y sea p rj (Nf \ >3) —~ lso(H3) la correspondiente representación de holonornia.
Sea Yo e U ID un punto base cualquiera, Yg un levantamiento de Yo a Al \ Y] , y O = D(~~) c H:~ -
Vamos a denotar por 7’ el poliedro de Dirichlet de Nf centrado en O -
Lema 7.1. Supongamos que < (Nf, Y]) —+ (Al, >3) es una isornetria que deja lijo el punto base xo , y
sea <. el isomorfismo de w
1 (Al \ >3, Y~) inducido por < . Entonces existe una isomtitria hiperbólica
y e lso(11
3) que deja fijo el punto base O y es una szmetr<a del poliedro de Dirichlet 7’ . En
particular, y pertenece al normalizador del grupo de liolonomk p(w, (Nf \ >3, xo)) en lso(NiTM) Si
‘y es una faceta de 7’ , entonces «¡también es una faceta de 7’ y [1<70 7’ = y(I-J’y 0 7’)
Demostración. Como < es una isometila de Al que fija Yo , preserva el cut-locus de Nf con respecto a
Yo , y en consecuencia deja también invariante su complemento U = Nf \ Ctttr
0 - Sea Y la componente
conexa del levantamiento de ti a Nf\>3 que contiene a ~o - Entonces < se levanta a una isornetría <~
de M\Y] que fija ~o y deja invariante Y - Sabemos que L)~Y es una isometria sobre su imagen, y por
tanto podemos definir la aplicación P = (D~v) <(DK<’ de 0(Y) en I)(V) Entonces y es una
isometría de D(Y) c Ni
3 que fija O = DQii
0) - Ahora se puede extender y a una isometria de todo I4~
que fija O y preserva D(V) . Esta isometría (que denotamos también por y) deja invariante el poliedro
de Dirichlet 7’ = 0(Y) - Además, el si~uiente diagrama es conmutativo:
Nf \>3 —~---—~ M\S ~ Nf\>D4 {D 10
3 —~-—-± u
Dado-ye w,(Nf\Y],Yo) , <,‘y= <‘y<—~ como transformación cubriente de M\Y] - En consecuencia,




Finalmente, como y(O) = O resulta que H<~ = #‘l’y) luego H<n7’ = y(Il’y 07’) -
Observación 7.1 Supongamos que Ales una orbiforma hiperbólica (es decir, O = p(w,(Nf\>S,úro)) es
un subgrupo discreto de Iso(H3) y Nf es isométrica al cociente II~/C ). Si y pertenece al normalizador
de O en lso(H3) y ~b(O) = O , entonces y es una simetría del poliedro de Dirichlet 7’ centrado en O -
En efecto, como 7’ = {x e H3 dQr, O) =d(Y, g(O)) para todo y e O } , y(O) = O y
y’ Oy=C,resulta que y(7’)= 7’.







En este capítulo se estudia la variación del poliedro de Dirichlet al deformar una estructura cónica
dada con ángulos cónicos menores que 2w. (Recordemos que, como se indicó en la introducción de la
tesis, el estudio del caso en que hay ángulos cónicos entre ¶ y 2w es especialmente interesante.) Como
dijimos también en la introducción, a partir de la representación de holonomía de una variedad cónica
concreta, no hemos podido determinar en general su poliedro de Dirichlet con centro en un punto base
dado, porque no sabemos determinar los planos bisectores que definen sus caras. (Éste es un problema
abierto interesante pero muy dificil). Un objetivo menos ambicioso (que se resuelve en este capitulo),
consiste en partir de una variedad cónica inicial Alo, para la cual se conozca ya un poliedro de Dirichlet
y “deformar” el poliedro 7’~ para conseguir poliedros de Dirichlet de variedades cónicas “pró£imas”
a Nf
0 -
Tenemos que precisar qué entendemos aqui por variedades cónicas “próYimas” a Nf0 - Esto se hace
en la sección 1 donde se define el espacio de deformaciones de estructuras hiperbólicas cónicas en
una 3-variedad diferenciable compacta X , con singularidad un enlace >3 C X y con un punto base fijo
Yo e X \ Y] - En este espacio se considera la topología cuasi-isométrica; en ella, dos estructuras están
próximas si existe un difeomorfismo que no dilata ni contrae mucho las distancias (o con más exactitud,
una aplicación bilipschitziana cuya constante está próxima a 1).
Recordemos la idea intuitivaque permite relacionar el poliedro de Dirichlet inicial 1% con el poliedro
de Dirichlet 7’ de una estructura cónica Al suficientemente próxima a Nf0 (cf §1.6.> Denotemos por
Nfo \>3 la cubierta universal del complemento de la singularidad, con la métrica inducida por Nf0 , y
denotemos por M\Y] la misma cubierta universal, pero ahora con la métrica (próxima a la anterior)
inducida por Al . Sean 7% y 7’ los dominios de Dirichlet para las respectivas acciones discretas por
isometrías de w1 (Nf \ Y], Yo) en Nf0 \>3 y Nf\Z - Vamos a restringirnos a una parte compacta de cada
uno de estos dominios; por ejemplo, la que se proyecta sobre cl complemento de un pequeño entorno
tubular de Y] . Por abuso de notación, llamaremos Po \ N(>3) y 2 \ N(>D) a los dominios así truncados.
Consideremos el conjunto finitof0 C w,(Nf\Y],£o) formadoporlos elementos ‘ytaies que -y7’oflPo # 0
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(i.e. las facetas generales de 7’o ). Entonces Po U ( U -yi%) es un entorno dc Pu dentro de Nfo \ > -
-~e e,,
Pues bien, al deformar ligeramente la métrica, ocurre que 7’ U ( u ‘yi~) sigue siendo un entorno del
yero
nuevo dominio de Dirichlet truncado P \ N(Y]) - Es decir, si ‘y? es un trasladado de 7’ que toca a
P \ N(Y]) en algún punto, entonces ‘y e E
0 (cf teorema 2.3.) Con otras palabras, fuera del entorno
de la singularidad N (Y]) fijado de antemano, el conjunto de facetas generales de 7’ está contenido
en el conjunto de facetas generales de
7’o si Al está suficientemente próxima a Mt (el grado de
proximidad necesario depende del entorno N(>3) elegido). Por otra parte, si ú7’o 0 7’o tiene interior
no vacio en el borde dc 7% (i.c. si ‘y es una faceta propia de 7’~), entonces -‘¡7’ 0 7’ también tiene
interior no vacío en el borde de P (cf teorema 2.3.) Es decir, el conjunto de facetas propias de Po
está contenido en el conjunto de facetas propias de 7’ sí Al está suficientemente pró£ima a
Estos resultados se demuestran en la sección 2 dc este capitulo. La clave está en utilizar la caracterí-
zación (obtenida en el capítulo III) de las facetas propias y las facetas generales en términos de geodésicas
que minimizan la distancia entre cl punto base y los puntos no singulares de la variedad cónica, y aplicar
el teore~na dc Ascoli para estudiar la convergencia de sucesiones de geodésicas minimizantes.
En resumen, supongamos que tenemos una familia continua dc deformaciones M~ de una estn~ctura
cónica Alo , y denotemos por P~ sus respectivos poliedros de Dirichlet con centro en un punto dado
O . Sean ~ las correspondientes holonomías, y para cada ‘y ~ w, (Nf \ >3, Y
0), consideremos el plano
bisector H’y(t) = { Y E E
3 ¡ dQr, O) = d(:r, pr4O)) } - Fijemos un pequeño entorno tubular N(>3)
dc la singularidad. Entonces existe un e > ti) (dependiente de N(ID)) tal que para todo t c (—e, e) se
verifican las siguientes propiedades:
• si el píano bisector JI—y(o) define una cara de 7’o , entonces H’y(t) también define una cara de ¾
• sí el plano bisector J’I’y(t) define una cara de 7’~ que no está dentro del entorno N(Y3) , entonces
H.-«O) toca al borde de 7’ú en algún punto no singular (aunque puede no definir ninguna cara de
, sino “bascular” sobre -una arista o un-véruce-nosmguiar).
Estas propiedades no dicen nada acerca del comportamiento de los poliedros de Dirichlet deformados
¾dentro del entorno N(fl. De hecho, se verifican para cualquier familia de deformaciones de una
estructura hiperbólica en el complemento de un entorno tubular de la singularidad, con independencia
de que se puedan extender o no a estructuras cónicas. (No toda estructura hiperbólica en Al \ N(>3)
se puede extender a una estructura cónica en Al con singularidad Y] : a veces se puede extender a tina
estructura cónica en una variedad obtenida a partir de Al por cirugía en el enlace >3 , y otras veces ní
siquiera esto es posible, cf. [Thu,].)
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El estudio de la variación del poliedro de Dirichlet en las proximidades de la singularidad, al realizar
una deformación, se hace en la sección 3 de este capítulo. Éste es, en principio, un problema más dificil,
debido a que, al contrario de lo que ocurre para los puntos no singulares, hay infinitos trasladados del
poliedro 7’o que inciden en cualquier punto singular (hablando intuitivamente). Con más precisión:
consideremos la cubierta universal del complemento de un entomo tubular abierto de la singularidad,
Al
0 \N(Y]) c Al0 \ E . Como el borde de Alo \ N(Z) está formado por toros disjuntos, el borde de su
cubierta universal Alo \N(>3) está formado por una unión (infinita) de planos disjuntos. Consideremos
una componente 1 del borde de Mo \N(E) que corte al dominio de Dirichlet Po . Entonces existen
infinitos trasladados de P0 que cortan también al - Parecería en principio que las relaciones de incidencia
entre estos infinitos trasladados podrían cambiar arbitrariamente al hacer una deformación, con lo cual
habría infinitas posibles caras nuevas que podrían aparecer, en las cercanías de la singularidad, en el nuevo
poliedro de Dirichlet 7’ . (Esto es lo que sucede de hecho cuando se deforma la estructura hiperbólica
completa de volumen finito en Al \ Y] , para pasar a estructuras hiperbólicas cónicas en las variedades
obtenidas a partir de Nf por todas las (infinitas) posibles cirugias en el enlace Y] , cf § 1.6.)
Sin embargo, estamos suponiendo que tanto Nf0 como su deformación Nf son variedades cónicas
con el mismo espacio subyacente y la misma singularidad. Por tanto, en la componente 1 del borde de
Mo \ N(Y]) actúa, de manen discreta y cocompacta, un subgrupo periférico Z e Z c w1 (Nfo \ Y], xo)
(generado por un meridiano y una longitud de la correspondiente componente del enlace singular 2). Al
deformar, en la misma componente 1 del borde de Nf \N(Y]) se tiene una acción equivalente del mismo
subgrupo Ze Z G w1 (Alo \ Y], Y,,) . Ahora bien, este grupo Z (D Z permuta cl conjunto de trasladados de
7’o que cortan aY, y el cociente es un conjunto finito (porque la acción de Ze Z en les cocompacta).
De entre los infinitos trasladados ‘yJ’o que cortan a Y , existe, pues, una cantidad finita de ellos (que
podemos determinar explícitamente), que son “los más cercanos” a 7’o y que generan a todos los demás
por la acción de Z e Z . Llamaremos a los correspondientes elementos ‘y ~ w
1 (Alo \ >3, sto) (en número
finito) , facetas singulares de
7’o - Son las únicas posibles facetas nuevas que pueden aparecer en un
entorno de la singularidad, en el poliedro de Dirichlet deformado 7’ -
Todos estos resultados permiten acotar de manera efectiva el conjunto de planos bisectores que se
necesita considerar para construir los poliedros de Dirichlet de estructuras cónicas próximas a una dada.
Todos los argumentos son también válidos para deformaciones de una estructura esférica (resp. euclídea)
a estructuras esféricas (resp. euclideas) próximas.
Finalmente, en la sección 4 se utilizan los resultados de las secciones anteriores para dar un algoritmo
efectivo que permite construir poliedros de Dirichlet correspondientes a representaciones de holonomía
próximas a una dada. Como consecuencia se obtiene además una demostración constructiva, para este
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caso particular, del teorema más general que afirma (hablando vagamente) que toda representación
próxima a la representaczón (le holonomía (le una estructura geométrica, es tambzen la holonomza
de alguna estructura geométrica. Este teorema fue enunciado en su mayor generalidad por Thurston
([Thu,], §5.3.1) y demostrado de diferentes maneras por Canarv-Epstein-Green ([CEO]) y Goldman
([Go,]) entre otros (véase [Go,J para una lista más co~npleta de referencias).
Partimos ahora de los siguientes datos: una 3-variedad cerrada Al con un enlace >3 c Al , y una
familia continua (de hecho, analitica a trozos) de representaciones p, de w1 (Nf \ Y]) en lso(fl
3) , tal que
Po es la holonomia de una estructura hiperbólica cónica en (Al, Y]) (que denotaremos Al
0), y tal que m
envía los meridianos de Y] a rotaciones hiperbólicas. No suponemos a priori que pt sea la holonomia de
ninguna estructura hiperbólica cónica M1 en (Al, Y]) - Queremos demostrar que en efecto lo es, y hallar
un poliedro de Dirichlet P~. para esa estructura cónica M~ - Esto se consigue con el siguiente algoriúllo:
Fase 1:
(1) Se parte de un poliedro de Diriehlet
7’o con un cierto punto base O para la estructura hiperbólica
cónica inicial Nf
0 , y se determinan sus conjuntos de facetas generales y singulares. 1’o y i½,q
(2) Para t suficientemente próximo a Cl , se consideran los planos bisectores correspondientes a las
facetas generales de Po - Utilizándolos, se construye explícitamente un poliedro Q~ tal que, al
identificar dos a dos algunas de sus caras, se obtiene una estructura hiperbólica (con borde no liso)
en el complemento de un entorno tubular N(>3) de la singularidad, cuya holonomia es Pi -
Con esto se ha probado ya, de manera constructiva, que pi es la holonomía de una estructura hiperbólica
en Nf \ N(Y]) - Esto es un caso particular del teorema general antes mencionado (“representaciones
próximas a una holonomi’a son también holonomia.<’), y constituye una parte del Teorema de Cinigía
Hiperbólica de Thurston. Hasta aquí no se ha utilizado la hipótesis de que Pi envia los meridianos de
Y] a rotaciones hiperbólicas; el resultado es cierto, pues, para representaciones cualesquiera próximas a
Po Hasta aquí el algoritmo es válido también para defonnar una estructura esférica cónica a estructuras
esféricas próximas (en el complemento de la singularidad), o para deformar una estructura cuclidea cónica
a estructuras cuclídeas. hiperbólicas o esféricas próximas en el complemento de la singularidad (siempre
que se conozcan las correspondientes representaciones de holonomia).
Si Pi envía los meridianos de Y] a rotaciones hiperbólicas, entonces la estructura hiperbólica en
Nf \ N(Y]) definida por el poliedro Q~ se puede extender a una estructura hiperbólica cónica Ah en
(Nf, Y]) con holonomía pí , por el mismo argumento introducido por Thurston en su Teorema dc Cirugía
Hiperbólica. Denotemos por ¾ cl poliedro de Dirichlet de Nf~ centrado en O , que será una extensión
del poliedro Q construido en la fase 1. Si admitimos que Nf~ ha de estar próxima a la estructura cónica
inicial Al0 en la topología cuasi-isométrica (cfi observación 43), entonces el resultado de la sección 3
i 5(i
nos dice que las facetas propias de P~ están contenidas en el conjunto de facetas generales y singulares
de 7’o . Con esta información podemos construir P en la segunda fase del algoritmo:
Fase 2:
(3) Se construyen todos los posibles poliedros que son extensión de 42~ y tienen todas sus caras con-
tenidas en la unión finita de planos bisectores íI’y(t) , donde-y recorre todas las facetas generales y
singulares de Po - Existe un número finito de tales poliedros.
(4) Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se identifican dos a dos mediante isometrias
hiperbólicas para dar lugar a la estructura cónica Nf~ . Ya sabemos que ha de existir uno que
verifique esta condición, y ése es el poliedro de Ditichlet buscado P~ - (Según un teorema de
Hodgson-Kerckhoff [1-1K]sobre rigidez de variedades hiperbólicas cónicas, debe ser además único.)
El mismo algoritmo sirve para deformaciones de una estructura cónica esférica (resp. cuclidea) a
estructuras cónicas esféricas (resp. cuclideas) próximas (partiendo siempre de la hipótesis de que se
pueda deformar, a nivel puramente algebraico, la representación de holonomía).
1. LA TOPOLOGÍA CUASI-ISOMÉTRICA EN EL ESPACIO DE DEFORMA-
CIONES DE UNA ESTRUCTURA HIPERBÓLICA CÓNICA
Sea X una 3-variedad diferenciable compacta, Y] c X un enlace sumergido en X, y st
0 e X \ Y]
un punto base fijo. Llamaremos una estructura hiperbólica cónica en (X, Y]) a un par (~, Al) , donde
X —+ Nf es un difeomorfismo y Nf es una variedad hiperbólica cónica con singularidad ~b(Y])(cf.
[Goi]). Denotaremos por C(X,Y]) el espacio de todas las estructuras hiperbólicas cónicas en (X,Y]) -
Sin embargo, conviene considerar iguales dos estructuras hiperbólicas cónicas (~, Nf) , (<‘Al’)
en (X, Y]) cuando exista una isometría isotópiea a la identidad. Más formalmente, diremos que dos
estructuras hiperbólicas cónicas (~, M) y (~‘, Nf’) son isotópicas relativamente a st0 si existe una
isometria /t Nf —+ Al’ tal que < es isotópico a lu~ relativamente a Y] y a sto - Con otras palabras, si
Diffg(X, Y], sto) denota la componente de la identidad del grupo de los difeomorfismos X —~ X que fijan
st0 y Y] , entonces (~, Nf) y (<,Nf’) son isotópicas relativamente a st0 st existen un difeomorfismo
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ye Diffo(X, Y], st0) y una isometría it: Nf —* Nf’ tales que el diagrama
x 95 + A’!
X Nf’
es conmutativo
Denotaremos por S(X,>3) el conjunto de las clases de isotopía (relativa a st0) de estructuras
hiperbólicas cónicas en (X, Y]) , y lo llamaremos espacio de deformaciones de estructuras hiperbólicas
conreas en (X, Y]) . Es decir, ú(X, >3) = C(X, >3)/isotopía -
En este espacio t<X, Y]) vamos a considerar la topología cuasi-isométrica definida a continuación
(cf [Thu2j, [CEG}, lOro]).
Definición. Dados dos espacios métricos X , Y y una constante k > 1 , se dice que una aplicación
f : X —--y Y es una It--cuasi-isometría si
—dy(r y) =dy(f(st),f(y)) =kdx(st,y)
para todo par de puntos st, y e X - (En particular, toda cuasi-isometria f es un homeomorfismo).
Si X , Y son dos variedades riemannianas y k =1 , entonces se dice que una aplicación f : X .—~ Y es
una k—cuasí—2someirm local si
1 ¡¡vb =¡¡d~f(v)~¶ =It ¡¡v¡¡
It-
para todo punto st e A y todo vector y tangente a X en el punto st -
Diremos que dos estructuras hiperbólicas cónicas (95, Al) y (95’, IV!’) en (X, Y]) son It-cuasi—
isométricas (relativamente a st0) si existen un difeomorfismo y e Diffo(X, Y], st0) y una k-cuasi-isometría
/t : Al —+ Al’ tales que el diagrama j —~ Al
95’ 1~
X —~ Al’
es conmutativo. (En particular, lt(95(Y])) = 95’(Y])). Evidentemente, esta relación extiende con la relación
de isotopia definida en C(X, Y]) (y define por tanto una relación de equivalencia entre elementos de
En el espacio de estructuras hiperbólicas cónicas C(X, Y]) definimos entonces la topología cuasi—
isométrica de la siguiente forma. Dada una estructura (95, Nf) e C(X, Y]) , una base de entornos de
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(95, Nf) está formada por los conjuntos
U((95, Al), e) = { (95’, Al’) e C(X, Y]) ¡(95’, A-!’) es ec~euasi~isométriea a (95, Nf) }
La topología cuasi-isométrica que consideraremos en el espacio de deformaciones £X(X,>3)
= C(X, Y])/isotopfa es entonces la topología cociente.
flolonomía de una estructura hiperb6lic.a cornea
Supongamos que (95, Al) es una estructura hiperbólica cónica en (2Y, Y]> - Entonces Al \ 95{Y]> es
una variedad hiperbólica, y tiene asociado un homomorfismo de holonomia ¡5: Ir1 (Nf \ 95(Y]), 95(xo))
Iso(fl~) , que está definido a menos de conjugación por elementos de Iso(H
3) - Por otra parte, el
difeomorfismo 95 induce un isomorfismo 95. : wj(X \ Y],xo) — w
1(M \ <(Y]), 95(xo)) . Llamaremos
holonomía de la estructura (95, Nf) al homomorfismo p = ¡595, : wi(X \ Y],sto) —> Iso(H3) - Está
definido a menos de conjugación, y tiene la particularidad de que envía meridianos de la singularidad Y]
a rotaciones de H3 -
Supongamos que (95, Nf) y (95’, Nf’) son dos estructuras isotópicas. Entonces existen un difeomor-




es conmutativo. Como y es isotópico a la identidad, el automorfismo que induce en el grupo fundamental
es la identidad. Por tanto, al nivel de los grupos fundamentales se tiene también un diagrama conmutativo.
95~ ¡5
= i(1{ 95: uit
Como It : Al ——~ Al’ es una isometria, resulta que las aplicaciones desarrolladoras de Al \ 95(E) y de
Nf’ \ <‘(Y]) difieren en una isometria hiperbólica, y por tanto ¡7i~, es conjugada de ¡5 - En consecuencia,
es conjugada de p = ¡595, . Pero como y, Id , se tiene que p’ = ¡5’95 = ?h,95, , luego p’ es
conjugada de p . Por tanto, la holonomia está bien definida (a menos de conjugación) para las clases de
isotopia de estructuras hiperbólicas cónicas.
Vamos a considerar en el espacio de representaciones Hom(wi(X \ ID, sto), Iso(H3)) , la topologia
compacto-abierta, que coincide (por ser w
1 (X \ E, st0) finitamente generado, cf. [Goil) con la topologia
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0*
de la convergencia puntual de homomorfismos, definida de la siguiente forma: dado un conjunto finito
de generadores j, . .. , ~ de ir1 (X \ Y], xo) , una base de entornos de una representación Po : ir1 (X \
E, sto) —+ Isc4H
3)) está formada por los conjuntos —
0*
(¡(po, l4”i l-47~) = {¡ p(’y,) e ¡4¾;i = 1,..., n~ } —
0*
donde It es cualquier entorno de po(’yi) para cada . —
0*
En el espacio cociente de llorn(iri (X \ E, sto), lso(I1~)) bajo la acción de Iso(H3) por conjugación, —,
consideraremos la topología cociente. Entonces se puede comprobar (cf u) que la aplicación
0*
bol : ~=(X,Y]) ——* IIorn(ir-
1 (X \ Y], st0), lso(H:l))/Iso(H3) 0*






2. VARIACIÓN LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET FUERA DE UN EN—
0*





0) una estructura hiperbólica cónica en (X, E) - Dado un It > 1 cualquiera, consideremos r
el entorno abierto (ide (95o, Al0) en (3(X)i) formado portodas las estructuras que son It-cuasi-isométricas —,
0*
a ella. Podemos encontrar una función continua 6 : U -—- (1, It] tal que para cada (95, Aif) e U , (95, Nf)
0*
es ¿((95, Al))-euasi-isométrica a (95o, Mo) y ¿((<o, Nfo)) = 1 -
e
Para cada (95, M) e U , elegimos un difeomorfismo p((95, ¡VI)) e Diffo(X, E, sto) y una ¿((95, Al))-




X —————----* Al -
0*
es conmutativo. (Para (<o, Al0) , y((95o, Alo)) = id y 14(95o, Mo)) = Id ). En general, para mayor e,-
brevedad escribiremos 6 = ¿((95, M)) , y = y((95, Al)) y it = h(Qp, Nf)) - Denotaremos por d0 la
distancia en Al0 y por d la distancia en cualquier otra estructura cónica Nf de U.
Fijemos un entorno regular de la singularidad en Al0 ,W = { st C Alo ¡ do(x, 95o(Y])) < r } , que no
e”








Para cada estructura (<Al) c U , consideramos el abierto /4W) c {st e Al d(x, <(Y])) < ¿r} que
sigue siendo un entorno regular de la singularidad en Al . Por tanto, Al \ h(W) es una variedad
compacta del mismo tipo de homotopía que X \ Y] , con borde una unión finita de toros. Además, como
<o Cro) ~ W , se tiene que 95(xo) = /¿95oCro) ~ ¡¿(VV) -
Para cada (95, Al) e U definimos los siguientes conjuntos finitos:
V((95, Al), l¿(W)) = t-> e iri(X \ E,sto) ¡ existe st e M\ ¡«VV) tal que hay dos geodésicas
minirnizantes a, fi que unen <(sto) con st en Nf \ ¡¿(VV)
de modo que 951(a¡<1! =7011 iri(X \ Y],sto) 1
F((95, Al), ¿¿(VV)) = {-yC ir¡ (X \ Y], st
0) existe st ~ ~ \ ¡«VV) tal que hay exactamente dos
geodésicas ¡ninimizantes a, ¡5 que unen <(st.o) con st
en M \ ¿¡-(VV) , y 95—-~ [alr’} — y en ir~ (X \ Y], sto) }
Es decir, 17(95, Al), h(W)) y F((95, Nf), /4W)) corresponden a las facetas generales y las facetas propias,
respectivamente, que aparecen fuera de un cierto entorno de la singularidad en un poliedro de Dirich-
let de la variedad hiperbólica cónica Al . Queremos estudiar la variación local de los conjuntos
f((95, Nf), h(W)) y 14(95, Nf), 14W)) en un entorno de la estructura cónica de partida (<o, Alo) -
Denotaremos por diam(Nf) = rnax{d(st,y) st,p e Al} el diámetro de cada variedad cónica Al -
Como diam(M) <It (liarn(Nfo) , resulta que sup diarn(Al) = R < —b~ú -
(é,M) E U
Lema 2.1. Sea { (95», Nf») } c U una sucesión que converge a (<o, Nf0) , y para cada n , sea
‘y» e F((95», Nf»). ¡¿7W)) . Entonces existe una subsucesión de {-y»} constantemente igual a un
cierto ‘y ~ ¡‘((<o, Mb), VV)
Denwstracibn. Para cada n existe un punto st» e Al,, \ ¡¿7W) y existen dos geodésicas minimizantes
a» , ¡5,, que unen 957sto) con st» en Al» \ ¡¿7W) ,tales que (95;’)~[a»¡37’] = ‘y» en iri(X \ Esto) -
Consideremos la sucesión de aplicaciones /y’a» : jO, 1] ——> Nfo\W . Como la sucesión { (95», Al») }
converge a (<o, Nfo) , resulta que cada ¡¿71 es una 6»-cuasi-isometria, donde 6» —* 1 . Como además a»
tiene longitud acotada por R = sup diam(Nf) < +ct , resulta que la familia {h7
1a,,} es uniforme-
(d¼M)ELJ
mente Lipschitz, y por tanto equieontinua. Por el teorema de Ascoli, tiene una subsueesión que converge
a una función (y : [0,1] —* Nf
0 \ W . Por comodidad, supondremos que 1Y~ a» a . En particular.
a(O) = 95o(sto) y a(l) = st = Hm h;’(x») e Nf0 \ VV . Al ser la longitud semi-eontinua inferiormente
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(cf. (Oro]), es long(a) = Hm lid long(h7 a») < tiro mf 6,, long (a») = Clin mf 8» 4» (95» (st0), st,.,) =
lito mf 6~ ~o(<o (sto), h7 (st»)) = ~o(95o(sto) , st) - Por tanto, (Y es una geodésica minimizante que une
95o(xo) con st dentro dc Al0 \ W
Haciendo lo mismo con la sucesión h~’fJ» : [0, 1] — Alo \ VV obtenemos otra geodésica mini-
mizante I~ : [0,13 — Al0 \ VV que une 95o(xo) con st en Al0 \ W Tomando subsucesiones adecuadas,
podemos suponer además que /¿7
1a,, =M y M’I3
2=21v~ - Como en Nf0 \ VV curvas uniformemente
próximas son homótopas, resulta que, paran. suficientemente grande, ja/É 3 = ¶(h7’a»)(h1’/t)’j =
<h;
1)~(a»f3,ij’j en u-> (Al




ya que (y7fl. id por ser y» isotópico a la identidad. Por tanto, paran suficientemente grande, ‘y» es
constantemente igual al elemento ‘y (95J’)~[afÉ’j e 17(950, Mo). VV) - EJ
Lema 2.2. Sea ‘y e ur>(X \ Esto) tat que ‘y e l~((95o. Mo), VV) . Entonces existe e >0 (dependiente
de W) tal que ‘y e 14(95, Al), /¿(W)) si (95, Nf) es e~-euasi-isom¿trica a (<o, Nf0)
Demostación. Como ‘y e V((95o, Alo), VV) , existe st e Nfo\ VV ial que hay e:cactamente dos geodésicas
¡ninirnizantes a0 , ¡Yo que unen 95o(sto) con st en Nfo \ VV . y (95¿’bjaofl¿’i = ‘y en uri(X \ Esto) -
Denotaremos por Q el camino ao/30
1 : [0,1] —+ Al
0 \ W
Para cada (95, Aif) e U , la aplicación 11 : Al¿> —> Al es una 6-cuasi-isometria, donde 6 -—> 1
cuando (95, 114) (<o, Nf0) - Vamos a ver que cuando (95, Nf) está suficientemente próxima a (<o, M¿)
existe un punto en la traza del camino 4 = h40 que está unido a <(st0) por exactamente dos geodésicas
minimizantes a, ¡Yen Nf\h(W), tales que (t
t)4ct/É1] = ‘yen irj(X\ID, Y
0) - Con esto ya tendremos
que ‘y e r((95, Nf), 1¿(W)) cuando (95, Nf) está cerca de (<o, ¾>), que es lo que queremos demostrar
Supongamos primero que existiera (95, Al) E U tal que para todo 1 e jO, 13 , hubiera una única
geodésica minirnizanre en Nf\14W) uniendo <(sto) con 4(1) - Entonces la imagen de 4 estaría contenida
en el complementario del cut-locus de Al\h(W) respecto a <(sto) , que es contractible. Por tanto. [4] = 1
enur1(Nf\95(Y]),95(sto)) ,y 95§j4] = 1 enuri(X\E,sto) . Pero «[4] = 95
1jh43 (95U1t14o ‘y ~
en ir
1 (X \ E, st0) , lo cual es una contradicción.
Así pues, para cada (95, 114) e ti existe un t e [0,1] (dependiente de (95, Nf)) tal que hay al menos
dos geodésicas minimizantes a , ¡3 que unen <(st0) con 4(1) en Al \ ¡¿(VV) - Veamos ahora que cuando
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(95, Al) está cerca de (<o, Mo) , estas des geodésicas a , ¡3 son las únicas que unen <(sto) con 4(t) en
Al \ ¿«VV) , y verifican que 95;> [a/É’] = -y -
Supongamos que existiera una sucesión (95», M~) convergente a (<o, Nfo) tal que para cada
u hay un punto $dt») en la traza del camino 4» que está unido a 95»(sto) por al menos tres
geodésicas minimizantes a», ¡3», A» en Nf» \ h»(W) - Entonces, como en el lema anterior, aplicando
el teorema de Ascoli y eligiendo subsucesiones adecuadamente, podemos suponer que /¿7~ a» a
¿
7ipflIflf4 y ¿<
4A» IIS A , donde a, /3, A son tres geodésicas minimizantes que unen 95o(sto) con
4o(i) = hin /yj(~(t»)) = lUn 4o(t») en ¡Vio \ VV - Además, estas tres geodésicas son distintas:
por ejemplo, a # /3 porque !a»/3,T’I ~ 1 (cf definición 111.2.4), y para n suficientemente grande es
= (h7’)*!a~¡3J’] ~ 1 en ir> (Alo \ VV,95o(sto)) (ya que curvas uniformemente próximas son
homótopas). Ahora bien, por hipótesis no existe ningún punto en 4o([0, 1]) que esté unido a 95o(sto) por
tres geodésicas minimizantes, luego hemos llegado a una contradicción.
Así pues, existe e > O tal que si (95, Al) es e6-cuasi-isométriea a (<o, Mo) , entonces hay un
punto 4(t) en la traza del camino 4 que está unido a <(sto) por exactamente dos geodésicas mini-
mizantes a, ¡3 en M \ h(W) - Supongamos ahora que existiera una sucesión (95», Nf») convergente a
(<o, Alo) tal que (95;’).ja,
1/);’] # ‘y para todo n - Como antes, podemos suponer que h7’a,, ~S &
“ni’:y ¿¿71/3» ——-4/3 , donde ~~,13son dos geodésicas minimizantes que unen 95o(sto) con 40(t) = hin 40(t,,)
en Nf0 \ VV - Como el único punto de 4o([0, 1J) que está unido a 95o(sto) por dos geodésicas mini-
mizantes en Nf0 \ W es st = 4o(h/2) , resulta que 4o(t) = st , y &,/3 coinciden con las dos únicas
geodésicas minimizantes a0, ¡
3o que unen 95o(sto) con st en Nfo \ W . Como curvas uniformemente
próximas en Nf
0 \ VV son liomótopas y (95¿>)~Iao/%’3 =‘y , resulta que paran suficientemente grande,
(957’).La»(t’] = (95J’)~(h7>).Ia»Ñ7>) = (95J>)~[aufl§>] = -~‘ - Pero esto contradice la hipótesis.
Por tanto, existe e > 0 tal que si (95, Nf) es e<-cuasi-isométrica a (<o, Nf0) , entonces hay un punto
4(t) en la traza del camino 4 que está unido a <(sto) por exactamente dos geodésicas minimizantes a, ¡3
en Al\h(VV) , y 95;’[a¡t’] = ‘yen iri(X\Y],sto) - En particular, ‘y e F((95,M),/4W))
E
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Teorema 2.3. Existe c > O (dependiente de VV) tal que si (<Nf) es eC~cuasí~isométrica a (<o, Nf0)
entonces
e.
liÁ(95o, AJo), VV) C I$95, Nf), ¡¿(VV)) C r((95, Nf), ¡¿(VV)) Ci F((950, Mb), VV)
Demostración. Supongamos que existiera una sucesión {(95», Al,~)} convergente a (<o, Nfo) tal que
1-’«95», Nf»), I¿»(W)) ~ FÁj950, Alo), 14v) para todo n - Entonces para cada n existe un elemento
‘y» e R(95» Nf,), h»(W)) tal que ‘y» ~ F((95o, Alo), VV) - Pero entonces, por el lema 2.1, existe una
subsucesión de {‘y»} que es constantemente igual a un cierto’y e 17(95~~ Mo), VV) , lo cual contradice la
hipótesis.
Por otra parte, como f’((95o, Mo), VV) es finito, del lema 2.2 se deduce que existe e > 0 tal que si
(95, Nf) es eC~cuasi~isométrica a (<o, Al0) ,entonces 14(95o~ Mo), VV) G í’«<, Nf),h(W)) - O
Corolario 2.4 .Si iÁ(95o, Mo), VV)
TY(95o Mo). VV) , entonces existe e > O (dependiente de VV) tal
que si (95, Nf) es e~ —cuasi—isométrica a (<o, Alo), entonces 17(95, Nf). ¡¿(VV)) = t((95, Al), /¿(W)) =
f’((95o, Mo), W) . O
Observación 2.1. Si se elige el entorno tubular abierto VV = { st e Mo do(st,<o(Y])) < rj} suficien-
temente pequeño, entonces los conjuntos ¡‘((<o. Al
0), W) y t((950, Mo), VV) no dependen de VV - De
hecho, para VV suficientemente pequeño.
ij(95o, Alo), VV) = { ‘y e ir> (X \ Y], st0) ¡ existe st e Nf0 \ 95o(E) tal que hay dos geodésicas mini—
mizantes a. fi que unen 95o(sto) con st en Al0 \ 95o(Y])
de modo que (<J ). [a) ¡ ] = ‘y en mr1 (X \ Y], sto) }
¡“((<o, Nfo), VV) = { ‘y e mri(X \ E, st0) existe st e Nfo \ 95o(Y]) tal (lIIC hay exactamente (los
geodésicas minírnizantes a, ¡3 que unen 95o(sto) cori st
en Mo \ <o(E) , y (95J>)~jaI3fl = ‘—y en ujX \ E, sto) }
Es decir, para 14/ suficientemente pequeño, F(1(95o, Alo), VV) y f’((<0, Nf0), VV) corresponden a todas las
facetas propias o generales, respectivamente, del poliedro de Dirichlet de M0 con punto base 95o(sto) -
En particular, de aquí se deduce que el conjunto de todas las facetas propias de (<o, Mo) está
contenido en el conjunto de todas las facetas propias de (95, Al) si (95, Al) está suficientemente próxima
a (<o, Nfo) - Es decir, existe e > O tal que si (95, Nf) es et-cuasi-isométhca a (<o, Alo) , entonces
I?(95o, Nfo) ~i F(95, Nf)
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En cambio, P((95, Al), ¡¿(VV)) y ‘17(95, Al), ¡¿(VV)) ciertamente dependen de la elección de VV , y en
general no contienen a todas las facetas <propias o generales) del poliedro de Dirichlet de Nf con punto
base <(sto) - El motivo es que, al deformar una estructura cónica Al hasta alcanzar Nf0 , alguna cara
del poliedro de Dirichlet de Nf podria irse haciendo cada vez más pequeña hasta degenerar en un punto
singular de Nfo -
3. VARIACIÓN LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET DENTRO DE UN EN-
TORNO DE LA SINGULARIDAD, AL DEFORMAR UNA ESTRUCTURA
HIPERBÓLICA CÓNICA
En la sección 2 sólo hemos considerado estructuras hiperbólicas (no singulares) en el complemento
de un entorno tubular’ de la singularidad, y no hemos utilizado en ningún momento el hecho de que
esas estructuras se puedan extender a estructuras cónicas en (X, Y]) . En consecuencia, tampoco hemos
obtenido ninguna información acerca del comportamiento de! poliedro de Diriehlet en las proximidades de
la singularidad, cuando se realiza una deformación de la estructura cónica. Ahora bien, no toda estructura
hiperbólica en X \ N(E) se puede extender a una estructura cónica en (ST, E) : a veces se. puede extender
auna estructura cónica en una variedad obtenida apartir de X por cirugía en el enlace E, y otras veces ni
siquiera esto es posible (cf [Ru1 1). Los resultados de la sección 2 son válidos (con mayor generalidad)
para cualquier familia de deformaciones de una estructura hiperbólica en ST \ N(Y]) , con independencia
de que se puedan o no extender a estructuras cónicas en (ST, E) . A cambio, no describen cómo cambia
el poliedro de Dirichlet en un entorno de la singularidad, cuando las deformaciones se extienden de hecho
a estructuras cónicas en (X, E) - El objetivo de esta sección es obtener esta descripción. Utilizaremos
las mismas notaciones que en la sección precedente. Recordemos primero la definición de bola estándar
centrada en un punto singular que dimos en el capitulo III, dell 2.5.
Definición. Dado un punto singular st c Y] , en el que el ángulo cónico es O , diremos que una bola
de radio r centrada en st es una bola estándar si es isométrica a un sector de ángulo O de una bola
hiperbólica de radio r , con los lados identificados mediante una rotación de ángulo O - Diremos que
un camino cerrado ji es un meridiano de la singularidad próximo o st si está contenido en una bola
estándar f3(x, r) y genera el grupo fundamental de B(st, r)\Y] (ver figura 1). Hay dos clases de homotopía
distintas para los meridianos de la singularidad próximos a st : una es inversa de la otra.
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Observación 3.1. Suponganios que /t (Al, Y]) e (Al’, Y]’) es una ¿5-cuasi-isometría, y que /3M(st, r)
es una bola estándar en Al , centrada en un punto singular st e E - Entonces JLví’(/¿(st),r/6) es una
bola estándar en Nf’ -
A cada punto singular st e E le asociamos un subconjunto finito Fsiiig(’) de mri(Nf \ E) , de la
siguiente manera.
A cada geodésica minimizante a que une sto con st , le asociamos dos elementos de 1&i,-,g.(Y) Ci
irí (Al \ Y]) , definidos como sigue. Elegimos un disco E centrado en st ,transverso a E , contenido
dentro de una bola estándar BM(Y, r) , y que contenga un segmento [y,st] de a - Denotamos por ji
el borde del disco E (i.e. ji es un meridiano de la singularidad próximo a st , que corta a <Y en un
punto y ). Recorremos a hasta [legar al punto y de intersección con ji a continuación recorremos
ji ó ¡c’ ; y finalmente volvemos por a< al punto base sto - Las clases de homotopia de estos dos
caminos son los dos elementos de IX
11~Jst) asociados a a -
• A cada par de geodésicas minimizantes distintas a , /3 que unen £0 con st , le asociamos tres
elementos de rsi»g(st) c ~j (Nf \ Y]) , definidos como sigue. Elegimos un disco E centrado en st
transverso a Y] , contenido dentro de una bola estándar ]3M(st, r) , y que contenga un segmento [y, st]
de a y un segmento [ir, st] de ¡3 . Denotamos por ji el borde del disco E (Le. ji es un meridiano de
la singularidad próximo a st , que corta a a en un punto y y a /3 en un punto ir Y Denotamos por a
(resp. ¡3) el segmento de a (resp. ¡3) que une st0 con y (resp. con ir). Elegimos un arco A dentro de
ji que una y con ir (ver figura 2). Entonces los tres elementos de l’~~,~dst) c rr¿(AJ \ Y]) asociados
al par de geodésicas (a ,13) son:










Es fácil ver (cf figura 3) que la terna de elementos de u (Nf \ Y]) definidos por a y ¡3 no depende de
la elección del arco A . (En último término, esto se debe a que en una bola estándar 13 , -n(B \ Y]) Z
y í , son los únicos generadores.)
El conjunto i’si,~g(st) es finito porque sólo hay una cantidad finita de geodésicas minimizantes que
unen sto con st (cf. cap. 111). Definimos el conjunto l½ing- U ii”sing(st) , que también es un subeonjunto
rES
finito de ir> (Al \ E) (porque E es compacto, y si y e 2 está suficientemente próximo a st e E , entonces
1”sing(Y) Ci f’sing(Y> -> Llamaremos a los elementos de IY,~ ,facetas singulares del poliedro de Dirichlet





































Sea ahora (<o, Mt) una estructura hiperbólica en (X, Y]) - Como en la sección 2. considerarnos 0*~
el entorno ti de (95o, Nf0) en ((ST, E) formado por todas las estructuras que son 1v-cuasi-isométricas a
(95~, Mo) (donde 1v > 1). Existe una fruición continua 6 U -—-y [1,kj tal que para cada (<Nf) e U . —
0*(95, Al) es ¿((95, Al))-cuasi-isométrica a (<o, Alo) , y 5((<o, Alo)) = 1 - Para abreviar escribiremos 0*
5 6((95, Nf)) . Para cada (<Nf) e ti , elegimos un difeomorfismo ~ e Diffo(X, Y], sto) y una e,,
6-cuasi-isometria 1¿ M
0 —+ Nf tales que el diagrama
<o —














es conmutativo. (Para (<o, Mo) , p = id y i¿ = Id). Denotaremos por d0 la distancia en Nf0 y por d la
distancia en cualquier otra estmcturn cónica Nf de U.
Para cada (95, Nf) e U consideramos el conjunto de facetas generales de su poliedro de Dirichlet
centrado en <(st0)
F(95, Al) = { ‘y e iri(X \ E, sto) ¡ existe st e Al \ <(E) tal que hay dos geodésicas
minimizados a, fi que unen <(sto) con st en Al \ 95(E)
de modo que 95~1[afl>] = ‘y en iri(X \ Y], st0) }
Consideremos también el conjunto de facetas singulares del poliedro de Dirichlet de Nf0 centrado en
950(sto) , Fsng(950, Alo) , antes definido.
Lema 3.1. Sea { (95», Nf») } Ci U una sucesión que converge a (<o, Nfo) , y sea -y» c 1795», Jl’1»)
para todo n . Entonces existe una subsucesión de {‘y» } constantemente igual a un cierto ‘y e
1795o, Nf0) U Psi,ig(<o, Alo)
De,nostracibn. Para cada n existe un punto st» e Al» \ 95» (E) y existen dos geodésicas minimizantes a»
¡3» que unen 95»(sto) con st» en Nf» \ 95,7E) , tales que (95—
1)~Ia,q3~1] = ‘y,, en Ir> (ST \ E, sto) - Como
vimos en el lema 2.1, podemos suponer que las sucesiones 1¿7’a» y ¡¿71/3» convergen uniformemente
a sendas geodésicas minimizantes cx , ¡3 (no necesariamente distintas) que unen st
0 con un mismo punto
st e Alo -
Si st e Al0 \ 95o(E) , entonces del lema 2.1 se deduce que a ~ /3 y que existe una subsucesión
de {‘y»} constantemente igual a ‘y = [a/O>] e f(950, Nf0) - Ahora queremos ver que si st e 95o(Y])
entonces existe una subsucesión de {‘y»} constantemente igual a un cierto elemento’y C 14~(95o, Mo) -
Elegimos ~ > (1 tal que la bola
13M
0 (st, r) es estándar Como st es el limite de la sucesión de
puntos 1¿7’(st») , resulta que para n suficientemente grande, do(li7>(x»),st) < r/k
2 (1v es una cota
superior para todas las constantes 5 de cuasi-isometria, en el entorno U de (<o, Mo)). Como it» es una
5-cuasi-isometríayt =1v,resultaquelabolaB» = DMJh»(st),r/1v) es estándar (cf observación 3.1) -
Además, st» E /3» , porque como do(h7>(st»),st) < r/k2 , es dÁst», I¿»(st)) < Sr/k2 =r/k (pues
3 < 1v ). Elegimos un punto y» sobre la geodésica a» , que esté dentro de la bola /3» pero “no muy
próximo” a st» (es decir, d17y»,st») no debe tender a cero). Esto es posible porque cuando n —~ ±ec
st» se aproxima a h»(st) ,mientras que el radio de labola /3» es constante (paran suficientemente grande
podemos elegir, por ejemplo, y» tal que d»(y», st») = r/(2k) ). Análogamente, elegimos un punto z»
sobre la geodésica /3,, , que esté dentro de la bola 13» pero no muy próximo a st,, (i.e. d7z»,st») no
tiende a cero). Denotemos por ti» (resp. /3») la (única) geodésica minimizante que une 95»(sto) con y»
(resp. con z») en Nf» ; ti» y ¡3» son restricciones de las geodésicas a» y ¡3» , respectivamente.
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Afirmación. Por ser /3» una bola estándar; existe un meridiano de la singularidad í¿» próximo a
/¿»(st) , que corta a a» en y» y a ¡3» en z» , tal que el camino a»/371
o bien es homotopo a J» A» /37! , donde A» es un arco de ji-» que une y,, con z»
o bien es homótopo a J» A» ¡~
1
— o bien es homótopo a ¿1» A» ¡‘:71/37! (ver j>qura 4).
Además, podernos suponer que la distancia de jt,~ a la singularidad no tiende a cero cuando n tiende
a infinito, porque y» y z» se mantienen alejados de i¿,1(st)
Es decir, ‘y» e { (957’)~[&» A». /57’] , (957h~[& A» it» /~7>I , (957’)~[&~, A» j¿7> 07’] }
h»er) E 95»(Y])
rotación
Figura 4 en este ejemplo, a»137
1 es homótopo a a» A» p
7~ /371
En efecto, siempre se puede representar la bola estándar 13» dentro de II~ como un sector de una
bola hiperbólica (cuyos lados se identifican por rotación, cf figura 1), de tal manera que el segmento de
la geodésica fi» que une z» con st» no toque a ninguno de los lados del sector. Ahora el segmento
de la geodésica a» que une y» con st» puede cortar a lo sumo una vez a cada uno de los lados del
sector, ya que de lo contrario a» no sería minimizante. Estamos, pues, en la situación de la figura 4, y
17(1
la afirmación resulta clara.
Retrocedemos ahora de nuevo a la variedad cónica inicial Nf0 aplicando la 6-cuasi-isometria I¿7> -
Como 6 < 1v tenemos que /¿7>(B») está contenido en la bola BM0(st,6 r/1v) Ci
13M
0(st,r) , que es
estándar. Podemos suponer, aplicando el teorema de Ascoli como en el lema 2.1, que:
• la sucesión h7’(y») tiende a un punto y que está sobre la geodésica a , y es distinto de st
• la sucesión ¡¿7 ‘(z») tiende a un punto z que está sobre la geodésica /3 , y es distinto de st
• la sucesión ¡¿715» converge uniformemente a la (única) geodésica minimizante & que une 95o(sto)
con y (5 es una restricción de la geodésica a)
• la sucesión h7 1/3» converge uniformemente a la (única) geodésica minimizante /3 que une 95o(sto)
con z (¡3 es una restricción de la geodésica/3);
• la sucesión /¿7 ~ ¿» converge uniformemente a un mendiano de la singularidad y próximo a st
• la sucesión h7’A» converge uniformemente a un arco de 1a que une y con z
De nuevo como en el lema 2.1 (utilizando que curvas uniformemente próximas en Nf0 \ 95o(E) son
homótopas), tenemos que para n suficientemente grande,
‘y» E { (95¿’)~[&AÑ’] ‘ (95¿’)~[&Ap/r1] ‘ (95¿’)*[JA ji’ ¡3—’] } Ci Fsing(95o, Nf0)
o
De aquí sc deduce inmediatamente el siguiente resultado:
Teorema 3.2. Existe e > O tal que si (95, Nf) es eC—cuasi-isom¿tri ca a (<o, Nfo) , entonces
F(95, Al) c i7<~, Nfo) U Fsing (<o, Al0)
Demostración. Si no friera asi, entonces existida una sucesión de estructuras «95», Al») } c U que
converge a (<o, Alo) , y una sucesión de elementos ‘y» e F(95», Al») tales que ‘y» ~ 1795o, Alo) u
Fsing{95o, Alo) para todo n - Pero por el lema 3.1, existe una subsucesión de ‘y» constantemente igual a
un elemento ‘y e i795~,, Alo) U l’sing(<o, Nf0) , lo cual es una contradíccion. E
Puesto que los conjuntos [‘(<o, Alo) y I’síng{<o, Alo) son calculables si se conoce el poliedro de
Dirichlet para Mo centrado en 95o(sto) , este teorema nos permite acotar de manera efectiva el conjunto de
hiperpíanos bisectores que necesitamos considerar para construir los poliedros de Dirichlet de estructuras
cónicas próximas a la de partida.
Observación 3.1. De lademostracióndellema3.l sededucetambiénque Fsing(95,Nf) ~ Fsing{95o,Nfo)
si (95 Nf) es ¿-cuasi-isométrica a (<o, Al0) , para e suficientemente pequeño.
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Observación 3.2. Por ejemplo, para la estructura de orbiforma esférica en 53 con singularidad un
nudo o enlace de dos puentes, se puede comprobar que las facetas singulares de su dominio de Dirichlet
lenticular (cf Ijlll.6) coinciden con las facetas generales. En la figura ~ se muestran las tres facetas
singulares asociadas al par de geodésicas minimizantcs (a /3) que unen el punto base O con el punto
singular (.3 - Las tres coinciden con las facetas generales determinadas por las geodésicas minimizantes




Figura 5 ¿ Las facetas singulares asociadas al punto singular Q coinciden con las facetas generales
asociadas al punto no singular st




Un caso particular de deformación variación del punto base
Sea (95, Nf) una estructura hiperbólica cónica en (X, E) y st0 ~ X \ Y] un punto base dado.
Podemos elegir un entorno U de st en ST \ Y] de modo que para cada st ~ U , existe una aplicación
(Nf,<(E),95(sto)) — (Nf,95(E),95(x)) que es isotópica ala identidad y además es una 6(x)-cuasi-
isometria~ donde .5(x) —* 1 cuando st —~ st0 - Para cada st e U , definimos entonces la estructura
(h~95, Nf) , que es 5(st)-cuasi-isométrica a (95,114) -
Por los teoremas 2.3 y 3.2 (y la observación 2.1), tenemos que existe e > O tal que si
d(95(st),95(sto)) <c,entonces
I”(95, Nf) C P(½=b,Al) o F(h~95, Al) c 1795, Nf) u Fsing(95, Al)
En particular, todas las facetas propias del poliedro de Dirichlet de Nf con punto base <(sto) , son también
facetas propias del poliedro de Dirichlet de Nf centrado en cualquier punto <(st) suficientemente próximo
a <(st0) - En consecuencia, si <(st0) es un punto en el que el número de facetas propias del poliedro de
Dirichlet alcanza un máximo local, entonces los poliedros de Dirichíel centrados en puntos próximos a
<(sto) siguen teniendo todos ellos las mismas facetas propias.
Por otra parte, argumentos análogos a los del lema 3.1 permiten demostrar el siguiente resultado:
Proposición 3.3.
(i) Existe una cota superror eom’:in (independiente del punto base) para el námero de facetas
(propias o generales) de todos los posibles dominios de Dirichlet de una estructura cónica
(95, Nf) (con todos tos ángulos cónicos < 2<.
(ii,l En consecuencia, existe siempre un punto base <(sto) en el que el ruimero de facetas propias
del poliedro de L)iriehlet alcanza el máximo absoluto.
(iii,) Siempre existe, pv es, un “punto base genérico” <(sto> , en el sentido de que al desplazar/o
ligeramente, el poliedro de Dirichlet sigue teniendo el mismo tipo combinatorio.
o
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4. ALGORITMO DE CONSTRUCCIÓN DE DEFORMACIONES LOCALES A
PARTIR DE LA REPRESENTACIÓN DE HOLONOMiÍA
Sea Nf una 3-variedad cerrada y orientable y Y] Ci Nf un enlace contenido en Al . Supongamos que
Nf0 es una estructura hiperbólica cónica en (Nf, Y]) con ángulos cónicos <2rr en todas las componentes
del enlace. Elegimos puntos base arbitrarios st0 ~ Alo \ Y] y O e ~3 - Sea 1) Nfo \ Y] -—- fi
3 una
aplicación desarrolladora tal que [3(x
0) = O , y sea po w>(M \ Y],sto) ——> PSL(2,C) la holonornia
correspondiente. Por un teorema de Culler ([Cu]), Po SC levanta a una representación de ri(M \ E, sto)
en SL(2,C) Además, por un resultado de Thurston (cf. WS], prop. 3.2.1>, existe una curva real
~ (analítica a trozos> dentro del espacio de representaciones de ir,(M \ Y],sto) en Sf42, C) cuyo
valor en 1 = O es el levantamiento de la holonomia Po , y tal que ~t envía los meridianos de E a
rotaciones hiperbólicas. Si cambiamos al modelo del hiperboloide de fi
3 , e identificamos PSL(2, C)
con la componente de la identidad de 80(3,1) , entonces tenemos una familia de representaciones
A irí(M \ E,sto) —> 80(3,1) tales que para cada ‘y e w,(Al \ Esto) , p(’y) es una matriz cuyas
entradas son funciones de t , analíticas a trozos.
Del Teorema de Cirugía Hiperbólica de Thurston se deduce que, para t suficientemente próximo a O.
existe una estructura hiperbólica cónica en (Al, Y]) con holonomia ¡~ - En esta sección nos proponernos
encontrar un poliedro de Dirichlet P~ para ella (lo cual nos permitirá dar además una demostración
construedva de su existencia). Haremos esto utilizando el siguiente algoriuno, que dividimos en vanas
fases -
FASE 1: construcción de un poliedro Qt tal que, al identificar dos a dos
algunas de sus caras mediante isometrías hiperbólicas, se obtiene una
estructura hiperbólica (con borde no liso) en el complemento de un
entorno tubular N(Y]) de la singularidad, cuya holonomía es A
Para mayor claridad, distinguiremos dos casos: ángulos cónicos < Ir y ángulos córneos < Qn -
Caso 1: todos los ángulos cónicos de Mt son <ir
Consideremos los subeonjuntos finitos dc ir~ (M \ E, st
0) formados por las facetas generales y las
facetas propias, respectivamente, del poliedro de Dirichlet % de partida:
U0 = { ‘y C Ir1 (Nf \ Y], st0) existe st ~ Alo \ Y] tal que hay dos geodesieas ininirnizantes
al? que unen st0 con st en Nf0 \ E , de modo que (a/O’] — ‘y en nj(Al \ E, sto) 1
1.74
Fo ={‘y E Iri(M\Y],Yo) ¡existe st e Mo\E tal que hay exactamente dos geodésicas
ininirnizantes a, fi que unen st0 con st en Nf0 \ E , y [a/O’] = ‘y en ir1 (Nf \ Y], sto) J
Para cada’y e ir> (Al \ Y], st0) y cada t , definamos el hiperpíano hiperbólico
IJ’y(t) = { st e H
3 ¡ d(st, O) = d(st, (pt’y)(O)) }
y el seníiespacio abierto
E’y(t) = { st e H3 ¡ d(st, O) <d(st, (pt’y)(O)) 1
y consideremos el poliedro hiperbólico P~ = fl É’y(t) (ver figura 6). Sabemos que Po = Po =
yEPo
fl É’y(o) = fl r
7(O) es el poliedro de Dirichlet para Nfo ; los puntos de él que constituyen la
yer0
singularidad Y] son una unión de aristas y vértices de Po , que denotaremos
8o - Los poliedros P~ se
aproximan a 1% = 7% cuando t tiende a O - Lo que queremos ver es que cuando t está suficientemente
próximo a O , se pueden tmncar algunos vértices y aristas de P~ (precisamente aquéllos que convergen
a puntos de <5o cuando t tiende a O), de modo que las caras del poliedro truncado restante se pueden
identificar dos a dos mediante isometrias hiperbólicas, dando como resultado una estructura hiperbólica
en el complemento de un entumo regular de E en Nf
0 , con holonomia ~ -
Vamos a ilustrar los pasos del algoritmo utilizando el ejemplo, mostrado ya an la introducción de
la tesis y en el capítulo 1, de la orbiforma cuclídea cuyo espacio subyacente es la esfera 52 , con tres
puntos cónicos de ángulos 2Ir/3 , , 2~/3 (ver figura). El grupo de holonomía está generado por
dos rotaciones p, , ¡~ de ángulo 2Ir/3 - Partimos del dominio de Didchlet Po centrado en el punto
medio O entre los puntos fijos de Pi y P2 - Todos sus vértices son puntos singulares, y las facetas
—I —
propias coinciden con las facetas generales (y son Pi , P2 , P~ y P2 1 ~ A continuación consideramos
la deformación trivial que consiste en desplazar ligeramente el punto base O , de modo que ya no esté







La analiticidad de las entradas de las matrices ~(‘y) , para ‘y ~ te , se va a utilizar para controlar
la variación del tipo combinatorio de los poliedros Pt y garantizar que el conjunto dc puntos t en que
cambia el tipo combinatorio es discreto. Para ello, básicamente se hace uso de la siguiente propiedad de
las funciones reales analíticas a trozos. Si f R —> R es una función analítica a trozos, entonces existe
8 > 0 tal que:
(al) si f(0) > 0 , entonces f(t) > 0 para todo t e (0,6);
(a2) si f(Ú) < O , entonces f(t) < 0 para todo t e (0, 6)
(a3> si f(0) = O , entonces ó bien f(t) 0 para todo t E (0,8) , 6 bien f(t) > 0 para todo t c (0,8)
ó bien f(t) < O para todo t e (0,6) -
En lo que sigue, y a menos que se diga lo contrario, consideraremos siempre el modelo del hiper-
boloide 1 { (st
0, st1, st2, st3) e II) ¡ —4 + 4 + 4 + 4 = —1} - En este modelo, un hiperpíano
-hiperbólice-Jf-es inte-rsección--cen-It de -un--hiperplano vectonal (que denotareni~~ tamhién Hl del
espacio de Lorentz-Minkowski Rt - También denotaremos igual los puntos de fl3 y sus vectores
posición en Rt - Para cada’y e E0 , los hiperpíanos vectoriales If’y(t) tienen ecuaciones de la forma
(1(t). st0 ±6(t).st, + c(t) . st2 + d(t) . st3 = O , en las que los coeficientes a(¿t), 6(t). e(t), d(t) son funciones
de 1 , analíticas a trozos. Además, para cada’y e Fo , existe un vector v’y(t) , cuyas coordenadas son
funciones de t analiticas a trozos, tal que E’y(t) = { y e H~ 1 <y, ¿“y(¿)> < 0 } (donde <, > denota el
producto escalar en Rl).
Como Po es un poliedro hiperbólico compacto, resulta que si 1 está suficientemente próximo a 0
entonces P,~ también es un poliedro hiperbólico compacto.
Lema 4.1. Existe .5 > 0 tal que todos los poliedros P~ tienen el mismo tipo combinatorio síU <( t < 6
(aunque este tipo combinatorio puede ser distinto del de Fo = Fo ).
Demostración. Vamos a probar que si para algún to E (0,8) hay r planos bisectores Ha1 (tú)
.Har(to) que se cortan en un vértice V~0 de P~0 , entonces para todo t e (0,6) los r planos bisectores
p0=p0
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11a1(t) , .. . , Ha,Kt) se cortan también en un vértice y1 de F~ - Cuando t tiende a cero, los vértices y1
tienden a un punto y0 ~ Haí (O) CE . . A RajO) , que pertenece al borde de F0 (aunque podria no ser
un vértice, sino estar contenido en cl interior de una arista).
La demostración de descompone en tres partes:
(1) estudiar la posición relativa de los hiperpíanos vectoriales H~(t) (‘y e Fo ) en 114;
<2) estudiar la posición relativa de las intersecciones de los hiperpíanos vectoriales H~(t) (‘y E l’0 ),
con respecto a I~I~ (en el modelo del hiperboloide);
(3) estudiar la posición relativa de las intersecciones de los planos hiperbólicos H’y(t) (‘y e Fo 11, con
respecto al poliedro F~ -
(1) Posición relativa de los hiperpíanos vectoriales H~(t) (‘y cf0 ) en
Tres hiperpíanos vectoriales fIa(t) , H2(t) , H’y(t) se cortan en una recta vectorial si y sólo si [os
tres vectores va(t) , vp(t) , v’y(t) son linealniente independientes, es decir, si el rango de la matriz de
sus coordenadas es 3 . Como las coordenadas de va(t) , v~¡t> y u’y(t) son funciones dc t analincas a
trozos, resulta que existe 6> 0 tal que:
• Si va(O), v¡3(0), ¡‘~(0) son linealmente independientes, entonces ua(t), v¡3(t) u’y(t) son linealmente
independientes para todo t E (—8,5) (por (al) y (a2)).
• Si va(0>, ~~/3(0>¡~‘~(O> son linealmente dependientes, entonces ó bien va(t>, ¡‘¡3(1>, v’y(t) son lineal-
mente dependientes para todo t e (—8.8) , ó bien va(t), y(’)> v’y(t) son linealmente independientes
para todo t e (—6,6), 1 % O (por (a3)).
Es decir, si para algún to conO < ~o¡ < 6, se verifica que Ha(to)AH¡fto)AH’y(to) es unarecta vectorial
Lt0 , entonces Ha(t) A H,¿~(t) A fl’y(t) es una recta vectorial L1 para todo t tal que O < <t¡ < 6 - En ese
caso, es posible que Ha(O) n H3(0) n H’y(O) tenga dimensión mayor que 1 , pero (por la analiticidad)
siempre existe una recta vectorial Lo ~ fía(O) flH¡3(O) A H’y(0) que es el limite de las rectas Lt cuando
tiende a O -
(2) Posición relativa de las intersecciones de los hiperpianos vectoriales íf~(t) (‘y e Y0
con respecto a iV (en e] modelo de] hiperboloide>
Para cada 1 , elegimos un vector vt que genere la recta Lj de modo que las coordenadas de y1
sean funciones de t analiticas a trozos. Tomando 6 suficientemente pequeño, podemos asegurar que si
<O para algún
tu conO ~zk
01 <6 , entonces <vt,vt) <O para todo 1 tal que O < <t¡ < 8 -
En ese caso, elegimos siempre el vector y1 de modo que su primera coordenada sea positiva.
Haciendo esto para cada tripla a, /3, ‘y de elementos distintos de
2o (que es un conjunto finito)
podemos encontrar un 8 > O tal que si para algún to con O < to¡ < & hay r hiperpíanos vectoriales
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(to) 11a, (1(3) que se cortan en una recta L(i0 generada por un vector temporal V~0 , entonces
para todo t tal que O < ¡t< < 6 , estos r hiperpíanos se cortan también en tina recta vectorial ¼=
11a
1 (1) A. . - A
1ta,. (t) generada por un vector temporal y
1 , y el límite de estas rectas Lt cuando 1 —-+ O
es una rectaL0 § Ha1(O) A. A ila~(O) (en particular, Ha, (O) A... A Ifa~(O) # Ib). Denotaremos
entonces por vt(a,,..., a,.) el punto ~ A H~ (aunque con frecuencia escribiremos simplemente m y
omitiremos a, a,. cuando se sobreentiendan).
(3) Posición relativa de las intersecciones de los planos hiperbólicos Jf~(t) (‘y e Y0
con respecto al poliedro Ft
Queremos ver ahora cuándo estos puntos n son vértices del poliedro P~ - Para ello, tenemos que
ver si y1 está en todos los semiespacios E’y(t) , es decir, si <y1, v’y(t)> < O para todo ‘y e I’~, . Para
cada ‘y ct0 , La función <y1, u’y(t)> es analítica a trozos, y por tanto existe un pequeño entorno (—e, cí)
de O tal que la función tiene siempre el mismo signo cuando —c < 1 < 0 y cuando O < 1 < e (aunque
puede tener signos opuestos a cada lado de 0). Por ello, vamos a resuingirnos a construir Los poliedros
P~ cuando t se mueve desde 0 en una sola dirección, por ejemplo cuando t > O -
Por la analiticidad, podemos encontrar un 6 suficientemente pequeño de manera que:
(1) Si para algún t0 con O < <t0J < 6 hay r hiperpíanos hiperbólicos LJ~y1 (10),.~. , JJcy,(to) que se
cortan en un punto m,, e ~3 , entonces para todo 1 tal que O < ¡t¡ < 6 , estos r hiperpíanos se
cortan también en un punto v~ = JIc~.~ (1) A . . . A JIajt) e fl3 , y el límite de estos puntos u1
cuando ¿ -+ (les un punto tú E “a ~(O)A. - . A ¡la,.(O) -
(2) Además, para cualquier ‘y e fi, se verifica que:
• Si (yo, ¡“y(o)> < O , entonces <m, I/’y(t)> < O para todo 1 e (0,6) -
• Si <‘Co, ¡“y(O)> > 0 , entonces <z&, v’y<t)> > O para todo 1 e (0,6) -
• Si <yo, u-y(O)) = O ,entouces ó bien <m, y—ji)> = O para todo 1 e (0,6) , ó bien <m~ u’y(t)> e O
para todo 1 e (0,6) , ó bien <m, v’y(t)> > (1 para todo t e (0,6) -
En consecuencia, si -V~Q = H~, (lo) A . - . A Ha,. (lo) es un vértice de F10 para algún to e (0,6)
entonces u1 = H<~,(t)A. . .AH~,(t) es un vértice de F~ paratodo te (0,6) y-u0 e H<~1(O)A. . .AhIa,(0)
es un punto del borde de ‘P~ (aunque podria no ser un vértice, sino estar contenido en el interior de una
arista).
En conclusión, el tipo combinatorio de todos los poliedros P~. es eí mismo para todo t e ((itt)




Observación. Además, si H’y(O) n 7>0 tiene interior no vacio en el borde de 2o = Po (donde -y C E0)
entonces H’y(t) A Pí también tiene interior no vacío en el borde de P1 para todo 1 e (0, 6) (como se
puede comprobar usando argumentos análogos a los anteriores).
Queremos ver a continuación que se pueden truncar algunos vértices y aristas de P~ de modo que las
caras del poliedro truncado resultante se pueden identificar dos a dos mediante isometrias hiperbólicas,
para dar lugar a una estructura hiperbólica en el complemento de un entorno tubular N (E) de la singu-
laridad. Para ello, vamos a distinguir en 7>í dos clases de vértices.
Definición. Diremos que un vértice í e P~ es un vértice préximo a la singularidad si converge,
cuando t tiende a cero, a un punto o e
8o . En caso contrario, diremos que ‘u
1 es un vértice alejado de
la singularidad - Diremos que una arista e1 Ci ‘P¿ está próxima a la singularidad si converge, cuando
tiende a cero, a un subeonjunto de
8o -
Precisamente vamos a truncar en P~ todos los vértices y aristas próximos a la singularidad
Sea 2 c 5F~ la unión de todas las aristas y vértices de 7>, que están próximos a la singularidad (en
panicular, 27~ = ~ son los puntos singulares de 7>o ). Llamaremos un collar de 77 en a un entorno
de 27 que sólo corte a las aristas de g que tienen al menos uno de sus extremos en 27 (i.e. próximo a
la singularidad)
Elegimos un subcomplejo triangulado convexo Q
t de P~ tal que Pí \ Q1 es un collar de 77 en P~
(ver figura 7) , y Qí varia de manera continua con el parámetro t , es decir: cada Q1 tiene un número
constante de vértices ‘w,(t),. . . , w$t) , y cada vértice w~(t) describe un camino continuo cuando t varia
en [0,6] . (Cuando t = O , algunos de los simplices de la triangulación de Qí pueden degenerar.) En
particular, la familia de vértices w,(t), . . . ,w,.,~(t) contiene a todos los vértices de P~ que están alejados














Si 8 es suficientemente pequeño, entonces para todo t e [0,61y todo vértice w~(t) se verifican las
siguientes condiciones:
e,(i) si w1(t) e H~(t) A Q~ , entonces iv~(O) e IJ~(o) n Qo :
(u) para todo ‘y e {id} uf0 , si po’yQwj(O)) g 23 , entonces p¿’y(w~(t)) ~ 77 ; 0*
(iii) si para aJgún ‘y e Fo y algún 4 e {id} u tú se verifica que d((pot(wí(o)), O) <
e,,d((po4)(w~(O)), (Po-y)(O)) , entonces d((pt4)(u:~(t)), O) < d((pít (w~(t)), (p~’y)(O)) - e,
Afirmación. Si wjt) e 11(t) A Q~ ,entonces pj’y’(w,(t)) e P~ \ 77 -
0*
En efecto, por (i) tenemos que nt(O) e lI’y(O) A Qo , luego po’y’ (nt(O)) e ‘P~ \ T~ - Por (u). 0*
e,,
pí’y
1 (-w~(t)) ~ 24 . Tenemos que comprobar que d(pt’y1 (w~(t)), O) =d(p
1’y
1 (w~(t)), pí4(O)) para
todo 4 e E





entonces necesariamente d(po’y’’ (tv/O)), O) < d(po’y1 (urjO)), po4(O)) , y por (iii) resulta que
d(p
1’y—~ (‘w~(t)), O) < d(p1’y—’ (‘w~(t)), pí4(O)) - e
• Si po’y (u~ (O)) e 114(0)
entonces ‘y~ <~o (por el corolario 3.5(3) del capitulo lii). Como w/t) pertenece a rn y a
11-—y , —
0*
resulta que d(u~(t), p~’y(O)) = d(w{(t), O) =d(w~(t), pí(’y4)(O)) - Aplicando a ambos miembros *
la , 0*isometria ~‘y resulta que d(p~’y’ Qw~(t)), O) =d(p
1’y
1 (w~(t)), p~t(O)) - E
Por tanto, podemos extender el subeomplejo Qí a otro subeomplejo convexo Q~ con Las mismas 0*
propiedades pero con un vértice más: el punto p~’y’(iv~(t)) (ver figura 8). Repitiendo el mismo proceso —
una cantidad finita de veces, llegamos a un subeomplejo triangulado (que denotamos también Q
1) que
varía de manera continua con el parámetro t y verifica que:
— IPí \ Q~ es un collar de 24 en
— si tejÉ) es un vértice de la triangulación de Q1 que pertenece al hiperpíano If’y , entonces 0*
0*
























Este complejo Q~ es un poliedro compacto, obtenido por “truncamiento” de algunos vértices y aristas
de P~ . Llamaremos caras de Q1 a las intersecciones del borde de Qí con planos bisectores de la forma
H’y<t> ( -y e fo ) que tienen interior no vacio en e] borde de Qí - Las denotaremos por .7(t) —
Qt A H~(t) - Llamaremos arista de Q1 a la intersección de dos caras: CL = Q1 A JI’y~ (t) A H~2 (1) . (Es
decir, sólo nos interesa la parte del borde de Qt que también pertenece al borde de ~ , no la parte por
donde hemos truncado.)
De todo lo anterior se deduce que cada cara F’y(t) de Q~ se identifica mediante la isometria
hiperbólica pí’y~ con la caraY .i(t) = p1’y’(F’y(t))
‘y
Sea X,~ el espacio topológico obtenido como cociente de Q1 al identificar cada cara (t) de Q~
conF i (t) mediante la isometria pí’y~ - Queremos ver que Xí es una variedad hiperbólica (con borde
‘y
no liso) homeomorfa al complemento en M de un entorno tubular N(Y]) de la singularidad.
Dada una arista ej de Qí , diremos que una sucesión Imita de elementos A1 ,X,. de Fo es
un ciclo de caras propias para e1 , si cada F,y(t) es una cara de Q~ , y se verifica que: e1 G
FA1(t) ; pí(A7
1 . . . A;1)(e~) c F<(t) A jj~~ (t) (donde <> # A§) para i = 1,... ,r —1; y
pjAy1 . A«)(eí) = el -
Para ver que X
1 es una variedad hiperbólica (con borde no liso), es suficiente probar que si e1 es
una arista de Q~ y si Ai,. .. , A,. es un ciclo de caras propias para e1 , entonces p/A1 .. . A,.) = 1 - (En
principio esto sólo garantizaría que la suma de ángulos diédricos en tomo a la arista es un múltiplo de
2jr ; sin embargo, como para t = O sabemos que vale exactamente 2w , por continuidad se deduce que
vale 2w para todo t.)
Cuando t tiende a cero, pueden ocurrir tres cosas:
(i) la arista e1 converge a un segmento contenido en una arista (no singular) e0 de Po
(u) la arista ej converge a un punto del interior de una arista (no singular) e0 de Po
(iii) la arista e1 converge a un vértice no singular ‘uo de Po
En los casos (i) y (u), A1 - A,. es un ciclo de facetas (no necesariamente propias) para la arista no





(iii), >q A,. es un ciclo de facetas (no necesanamente propias> para el vértice no singular tú de 7% , 4’
luego también se tiene que A> A,. 1 en ir/Nf \ E,sto) , y por tanto pjA> .. . A,.) = 1 -
En consecuencia, XL es una 3—variedad hiperbólica (con borde no liso). Como para t = O ya sabemos
que Xo es homeomorfa a M \ !V(E) , sólo nos falta probar que Xí es homeomorfa a Xo para todo
próximo a 0 - Para ver esto, vamos a encontrar dos diagramas de Heegaard equivalentes para las dos
variedades con borde X0 y X1 -
En X<> , consideremos el grifo Go formado por los bordes de todas las caras Y’y(O) de Qo - Un
entorno tubular N(g0) de este grifo ~0 en X0 es un cuerpo con asas, y su complementario es otro cuerpo
con asas (posiblemente de género distinto). Por tanto, esto proporciona un diagrama de Heegaard para La
variedad con borde X0 . Las curvas del diagrama son las intersecciones de las caras de Q1> con N(Go) -
Ahora consideremos en Xí el complejo Q~ formado por los bordes de todas las caras .F~(t) , y
además por todas las caras F’y(t) de Q1 tales que ‘y e fo pero ‘y ~ f0 (es decir, todas las nuevas
facetas propias que han aparecido al hacer la deformación). Este complejo Gt ya no será en general
un grifo, pues puede contener 2-celdas, pero ciertamente es del mismo tipo de homotopia del grifo
Go (la equivalencia de homotopía la proporciona la propia deformación). Por tanto, un entorno regular
N(Q1) de UL en X~ sigue siendo un cuerpo con asas, y su complementario es otro cuerpo con asas, y
es claro, por la construcción, que esta descomposición de Xí es un diagrama de Heegaard equivalente
al anterior diagrama de Heegaard para Xo - En efecto, las curvas del diagrama son las intersecciones
con N(91) de las caras de QL que ya eran caras de Qo - El paso de N(go) a N(91) puede interpretarse
como la realización de perforaciones en N(go) , que son rellenadas a continuación por caras F~(t) con
‘y e Fo \ E0 - Esto no afecta a las curvas del diagrama (ver figura 10, para un ejemplo de deformación
de una estructura cuclidea, no singular, en el toro tridimensional T
3 ).




Caso 2: los ángulos cónicos de Mo son <2ir
La única dificultad que presenta este caso con respecto al anterior consiste en que ahora el poliedro
de Dirichlet Fo ya no es necesariamente convexo (y por tanto sus deformaciones tampoco serán en general
poliedros convexos). Sólo sabemos que ‘Po es localmente convexo fiera de la singularidad, y conocemos
además una descripción local de Po en un entorno de cada punto no singular Por ello, definiremos los
poliedros deformados P~ “a trozos”, descomponiéndolos en una cantidad finita de subeonjuntos convexos.
Como en el caso anterior, denotamos por ‘Po el poliedro de Dirichlet de Nf0 con centro O , y
denotamos por S~ el conjunto de puntos singulares de ‘Po . Para cada punto no singular st & 1% \ So
denotamos por a.1 la geodésica que une O con st en , y definimos el conjunto de facetas generales
que inciden en st
1
0(st) = { ~a~fJ;’] e ir/Mo \ Ex0) ¡ fi,. es tina geodésica ininimizante que une st0 con st en Nf0
y /t # a,. } G li’o
(Si st pertenece al interior de ‘Po entonces V0(-x> = ib





(2) Úo(y) C fo(st) para todo y e ‘P~ A U,. -
En general, dado un subconjunto A c 14~ , denotaremos por fo(A) la unión de todos los subeonjuntos
Yo(st) con st e A A (i’~ \ So) - (Es decir, Y0(A) es el conjunto de facetas generales que inciden en
puntos de A .)
Sea N un entorno abierto de
8o en H~ , que sólo corte a las aristas de ‘Po que inciden en algún
punto singular Recubrimos 7>o \ 1V por una cantidad finita de abiertos convexos (Ji, .. . , U,. de H~ tales
que
(LAPo = (LA ( fl E<~>) CL ‘Po\So
yCPo(U,)
Consideremos ahora la familia continua de planos bisectores H(t) <1 y E to ) , que varian de manera
analítica a trozos con respecto al parámetro t . Si t está suficientemente próximo a O , se verifica que:
(a) H(t) A U~ # 0 si y sólo si H~(O) A LA # 0;





Se verifica que ‘P~ es bomeomorfo al poliedro truncado ‘Po = ‘Po A ( ¿IJ ti~) - Además existe 6 > O
tal que los poliedros truncados ‘P~ tienen todos el mismo tipo combinatorio cuando O < t =6 (aunque
0*pueden tener distinto tipo combinatorio que ‘P~ ).
Denotaremos por 77 el conjunto de puntos dcl borde de ~ que no pertenecen aningún plano bisector
~½ (es decir, la parte del borde por donde se ha truncado). Llamaremos un collar de 24 en ‘P~ a un
entorno dc 77 en ¾que sólo corta a las aristas de 7>1 que tienen uno de sus extremos en ‘77 -
Elegimos un subeonjunto Q~ dc ‘P~ que es un complejo triangulado tal que:
• ‘P~ \ Qí es un collar de ‘77 en
• Q1 varia de manera continua con el parámetro t , es decir: cada Qí tiene un número constante
de vértices w/t) -w,,/t) , y cada vértice w~(t) describe un camino continuo cuando t varia
en [0,6] - (Cuando t = O , algunos de los simplices de la triangulación de Qí pueden degenerar.)
>1
Exigimos además que si -y E Fo(w/O)) , entonces po’y~ (-w/O)) e U Ud -
1
Si 6 es suficientemente pequeño, entonces para todo t e [0,6] y todo vértice n¾(t)se verifican las
siguientes condiciones:
(i) si w/t) e H~(t) A 1J~ , donde ‘y e Fo(U1) , entonces ‘y e Vo(uu(O))
(u) para todo ‘y e {id} A E0 , si po$u/O)) e U1 , entonces pí’y(w/t)) e U~ -
(iii) si para algún ‘y e E0 y algún 4 e (id} o Y0 se verifica que d((po4)(tv/O)), O) <
d((po4)(rn/O)), (po’y)(O)) entonces d(Qoí4)(tv/t)), (3) < d((~te(~~(t)), (p~q’)(O))
Afirmación. Si w1(t) C H~(t) A U1 , donde ‘ye l’0(U1) , entonces pí’y—’(tv/t)) e ¾-
‘1
En efecto, por (i) tenemos que ‘y e Fo(uu(O)) , luego p0’y—’(tv~(O)) e U U~ , y por tinto
e (-k para algún k . Por (u), pj’y—’(zn/t)) e U,, - Tenemos que comprobar que
d(1>1~’e~~(t)),O) ~ d(pí’y’
1 (u>,(t)), p~4(O)) para todo 4c V
0(U,,) - Distinguimos dos casos
• Si 4~I’o(po’y—’(u<O)))
entonces necesariamente d(po’y’(tv,(O)), O) < d(p0’y’’(u~(O)), podO)) , y por (iii) resulta que
d(pt’<’ (‘w/t)), O) < d(píú’’ (u;/t)), pí4(O)) -
• Si 4 e 1’o(po< (tv/o)))
entonces ‘y4 e to(u/O)) (por el lema 210(2) del capítulo III). Supongamos que tv/O) e U,1 -
Entonces ‘y4 e l’o(EJ¡í) Como w/t) pertenece a?1 A U~, (por la condición (u)) y a It—y , resulta que
d(w/t), p~’y(O)) = dQv/t), O) =d(w/t), p~(’y4)(O)) - Aplicando a ambos miembros la isometria
resulta que d(p1’y’ (w/t)), O) =d(p1’y’’ (‘w/t)), Itt(O)) - 131
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Por tanto, podemos extender el subeomplejo Q1 a otro subeomplejo Q~ con las mismas propiedades
pero con un vértice más: el punto p~’y ‘(tv/t)) - Repitiendo el mismo proceso una cantidad finita de
veces, llegamos a un subeomplejo triangulado (que denotamos también Q~) que varia de manera continua
con el parámetro t y verifica que:
— A \ QL es un collar de 14 en PL
— si u~(t) es un vértice de la triangulación de Q1 que pertenece a (J~ A H2 (donde ‘y e E0(UJ))
entonces p~’y’ (tv~ (t)) también es un vértice de la triangulación de Qt (que pertenece al plano
bisector 11
‘y
Se demuestra como en el caso anterior, que las caras del poliedro truncado QL se identifican dos
a dos mediante isometrias hiperbólicas para dar lugar a una estructura hiperbólica en M \ N(Z) con
holonomía Pi -
Observación 4.1. Tenemos así una demostración constructiva, para este caso particular, del teorema
más general que afinna (hablando vagamente) que toda representación próstiro-a a la representación de
holonomia de una estructura geométrica, es también la holonomía de alguna estructura geométrica.
Este teorema fue enunciado en su mayor generalidad por Thurston ([Thuj], ~53. 1) y demostrado de
diferentes maneras por Canary-Epstein—Green ([CEO]) y Goldman ([Go1]) entre otros (véase [Go>] para
una lista más completa de referencias), y constituye una parte del Teorema de Cirugía Hiperbólica de
Thurston -
Observación 4.2. Lo único que hemos utilizado en esta fase del algoritmo es la existencia de:
una familia de representaciones Pi ir/Nfo \ 5i,st0) ——> SL(4,R) tales que para cada ‘y e
rri (Mo \ E, sto) , p/’y) es una matriz cuyas entradas son flinciones de t , analiticas a trozos;
— un plano H~(t) de LV asociado a cada matriz p~(’y) , de tal manera que los coeficientes de la
ecuación de l-1(t) son funciones de t analiticas a trozos, y además se verifican las condiciones:
(a) pí(’y>)(U’y(t)) = 11
-7
‘y
En consecuencia, los mismos argumentos son válidos para defom~ar una estructura esférica cónica a
estructuras esféricas próximas (en el complemento de un entorno de la singularidad), o para deformar
una estructura cuclidea cónica a estructuras euclideas, hiperbólicas o esféricas próximas, también en el
complemento de un entorno de la singularidad (y siempre que se conozcan, por supuesto, las correspon-
dientes representaciones de holonomia). Además, hasta aquí no se ha usado la hipótesis de que Pi envie
los meridianos de E a rotaciones; la construcción es, pues, válida para cualquier curva (analitica a trozos)





Extensión de la estructura hiperbólica en M\N(YZ) definida por el poliedro -
Qí , a una estructura cónica M1 en (ME) con holonomía Pi
0*
e,-Si para todo meridiano ji de E en Nf se veriflea que ~¡í es una rotación (como habíamos supuesto
rinicialmente en las hipótesis), entonces la estructura hiperbólica de X1 Nf \ N(YO) se puede extender e,
a una estructura hiperbólica cónica en M con singularidad E y holonomia p~ , por el método de cirugia 0*
de Dehn hiperbólica introducido por Thurston en sus notas (cf [Thuí]).
0*
0*-En efecto, supongamos que las componentes del enlace E son E1,.. . , 1$ , y consideremos una
0*
cualquiera de ellas, E~ - Sea T1 CL PXL el toro correspondiente al borde de un entorno tubular de >i, en
Nf. Truncando los poliedros ¾adecuadamente, siempre podemos suponer que cuando t —> O , los toros e-
0*T~ tienden a un toro T0 que bordea un entorno tubular de E~ en M0 - Sea T~ x [O,ej un collar de T1 en
0*’
y sean Ay dos generadores de ii-1 (Ye) , donde ji es un meridiano de E~ en M - Denotemos por e,.
¡ti ir> (‘T1 >< [O,eJ) —+ I>SL(2, (2) la holonomía de la estructura hiperbólica de T1 x jO, :j - Entonces bat —
y i¿1A son dos isometrias con un eje invariante común 4 - Como ¡¿tít y 1¡1A están próximas a l>.og y hoA
0*
cuando t está próximo a O , el eje 4 está cerca del eje invariante común
to de hoy y itoA - Puesto que el
desarrouo de La cubierta universal de T
0 x [O,c¡ en no corta a
1o , resulta que cuando t está próximo —
a O, el desarrollo de la cubierta universal de T
1 x [O,e] en H
3 tampoco corta al eje 4 - Por tanto, este *
u
desarrollo de T~ < [O,e] en JJ3 \ lj5C puede levantar a la cubierta universal H3 \ 4 de U2 \ 4 - Sea ¡u
0*
el levantamiento de la holonomia l~ a la cubierta universal flB \ 4 - Entonces el cociente de H3’\1
1 u’
bajo la acción del grupo generado por I¿~j¿ y kA tiene una estructura hiperbólica que extiende a la de —-
0*
L x [O,e] , y su completación es un toro sólido de meridiano ji , con una estructura hiperbólica cónica —





FASE 2: Construcción del poliedro de Dirichlet ‘P~ para la estructura e,,
hiperbólica cónica M1 con holonomía Pi
e
0*
Observación 4.3. En esta fase tenemos que hacer uso de la siguiente hipótesis: cuando t está cerca e
de O , la estmctura cónica Nf1 (cuya existencia se acaba de demostrar) está próxima a la estructura e-
cónica inicial Mo en la topología cuasi-isométrica. Este es un punto delicado que no demostramos
0*
aqui, debido a la dificultad de las tÉcnicas que serian necesarias. (No obstante, recurriendo al teorema a
de Hodgson-Kerckhoff [HM (que da tina parametrización local del espacio de deformaciones de una
estructura hiperbólica cónica por los ángulos cónicos), se deduce que las diversas topologías que se —








desarrollatloras, la topología Hausdorff y la topología cuasi-isométrica (cf [CEO], §3 y [Gro], thm.
8.25). Por tanto, M1 ha de estar en efecto próxima a M0 en sentido cuasi-isométrico.)
Si admitimos que cuando t está próximo a O, Nf1 está próxima a Mo en la topología cuasi-isométrica,
entonces podemos aplicar el resultado de la sección 3, que nos dice que las facetas propias de P~ están
contenidas en el conjunto de facetas generales y singulares de ‘Pc> - Como ¾ es una extensión del
poliedro Qí obtenido en la fase 1, el siguiente algoritmo finito permite construir ‘PL
Se construyen todos los posibles poliedros que son extensión de Q1 y tienen todas sus caras con-
tenidas en la unión finita de píanos bisectores H’y(t) , donde ‘y recorre todas las facetas generales y
singulares de?0 (ver figura II). Existe un número finito de tales poliedros.
— Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se identifican dos a dos mediante isometrias
hiperbólicas para dar lugar a la estructura cónica M1 - Ya sabemos que ha de existir uno que
verifique esta condición, y ése es el poliedro de Dirichlet buscado ‘P~ - (Según el teorema de















Esta segunda fase del algoritmo se simplifica si se dispone de información adicional sobre el poliedro
de Dirichlet: por ejemplo, sabemos que si un plano bisector H’y(t) aparece como cara del poliedro,
también ha de aparecer el correspondiente U 1(t) - Si además todos los ángulos cónicos son menores
‘y
4’
que ir , sabemos que el poliedro ha de ser convexo. Toda esta información reduce el número de poliedros
que hay que construir en esta fase.
El mismo algoritmo sirve para deformaciones de una estructura cónica esférica (resp. cuclidea) a
estructuras conicas esféricas (resp. euelideas) próximas (partiendo siempre de la hipótesis de que se
pueda deformar, a nivel puramente algebraico. la representación de holonomia).
Observación 4.4. Supongamos que para todo t dentro de un intervalo compacto f—c, e] , existe una
estructura cónica M1 con holonomía ~í - Entonces, como consecuencia de todo lo anterior, se deduce
que el conjunto de valores de t e [—e,e] para los que se produce un cambio de tipo combinatorio en el
poliedro de Dirichlet ‘P~ es finito.
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Capítulo V
NUEVAS ESTRUCTURAS CON HOLONOMÍA SEMI-
RIEMANNIANA, Y UNA FÓRMULA DE SCHLAFLI EN
HIPERCUÁDRICAS SEMI-RIEMANNIANAS
INTRODUCCIÓN
En este capitulo se describen otras estructuras singulares en el nudo de a ocho, que aparecen de
modo natural, pero no se conocen bien y son nuevas en la literatura. Sc trata de estructuras proyectivas
reales en S3 , singulares en el nudo de a ocho (o nudo racional [5/3]), cuyo grupo de holononria está
contenido en PSO(2, 2) , el grupo de transformaciones proyectivas de RI’3 que preservan la forma
cuadrática 4 + 4 —4 - Por otra parte, el grupo ortogonal SO(2, 2) es el grupo de isometrias de
la pseudoesfera S~(—1) = { (st
0, st1, st2,st3) e RA ¡ 4 + 4 — st~ — st~ = —l} , que es una variedad
de Lorentz de curvatura constante (cf [O’N]). Por tanto, se puede dar otra interpretación distinta a las
estructuras proyectivas reales antes mencionadas, en términos de métricas de Lorentz. Concretamente.
se puede descomponer ~3 en dos bolas, tales que en el interior de cada una de ellas está definida una
métrica de Lorentz de curvatura constante, que tiene una “singularidad” (análoga a la de una variedad
riemanniana cónica) en los arcos del nudo de a ocho contenidos dentro de cada bola.
En la sección 1 se describe una familia uniparamétrica de representaciones de holonomia del grupo
fúndamental del complemento del nudo de a ocho, j¡~~(53 \ [5/3]) , en SO(2, 2) - Esta familia se
obtiene como continuación natural de la familia uniparamétrica de representaciones de holonomia de
ir/S
3 \ [5/3]) en 80(4) , correspondientes a las estructuras esféricas cónicas en Y , singulares en el
nudo de a ocho, con ángulo cónico entre 2ir/3 y ir -
En la sección 2 se construye una familia de poliedros en RP3 , cuyas caras se pueden identificar
mediante ciertas proyectividades, para dar lugar a estructuras proyectivas en S~ (singulares en el nudo
de a ocho) que tienen por holonomias las representaciones descritas en la sección 1.
El hecho de que aparezcan de modo natural, además de las ocho geometrías de Thurston, otras
geometrias semi-riemannianas, motivó la búsqueda de una fórmula de Schláfii para calcular el volumen
de poliedros contenidos en hipercuádricas semi-riemannianas (tales como la pseudoesfera Sj~( 1)). En




La fórmula diferencial de Schláfii desempeña un papel fundamental en el cálculo del volumen de
poliedros hiperbólicos y esféricos de cualquier dimensión. Dada una familia de ít—simplices A que varian
diferenciablemente en un espacio no cuclídeo de dimensión n y curvatura constante i== 1 o íc = —l
la fórmula de Schláfli expresa la diferencial del volumen Vn(A) de A , en términos de los volúmenes
de sus caras de codimensión 2 y los ángulos diédricos en esas caras. Concretamente,
&í1V~(A) = — ~ V,>2(F) ílap’
J7
donde la suma se extiende a todas las caras F de codimensión 2 de A , V,.2(F) denota cl volumen
((n — 2)-dimensional) de la cara F y aj~- es el ángulo diédrico en la cara E.
Alrededor de 1852, L. Schlálli demostró esta fórmulapara simplices esféricos de cualquier dimensión
([Sch]). En 1936, H. Kneser dio una demostración distinta, que podía generalizar fácilmente al caso
hiperbólico ([Kne]). Como referencia más reciente, es recomendable el artículo de J. Milnor (¡Mil2]), en
el que se pueden encontrar algunas notas históricas sobre la fórmula de Sebláflí y una nueva demostración
que es particularmente transparente. En los últimos años se ha hecho gran uso de esta fórmula para
calcular el volumen de 3—variedades hiperbólicas y 3—variedades hiperbólicas cónicas (¡HLM1 1 , [HLM3]
¡HLM4]), siguiendo una idea de C. Hodgson ([Ho1]).
Por otra parte, como hemos dicho antes, también es interesante calcular el volumen de simplices
contenidos en variedades semi-riemannianas completas de curvatura constante, tales como la pseudoes—
fera S~(—1) - Otro ejemplo importante es la esfera de de Sitter u—dimensional Sj’ , que es una variedad
de Lorentz completa de curvatura constante 1 - Existe una relación de dualidad entre S~ y el espa—
cio hiperbólico rí—dimensional H~ (considerados ambos como subvariedades del espacio de Lorentz-
Minkowski (u + 1)-dimensional). por la cual a cada punto y de la esfera de de Sitter se le asocia el
hiperpíano hiperbólico que tiene a y como vector nonnal unitario. Una fórmula de Schláfii para el
volumen dc simplices en S~ es, pues, útil para relacionar el volumen de un simplice hiperbólico con
la medida del conjunto de hiperpíanos que lo intersecan. L. Santaló encontró una fórmula de este tipo
en dimensión n = 3 ([Sa2], §IV.17.5, nota 1), utilizando métodos de geometría integral. El director de
esta tesis, D. José Maña Montesinos, obtuvo una fórmula diferencial de Schláfii para tetraedros en la
esfera de de Sitter tridimensional 4 ([Mo2]), derivando la mencionada fórmula dc Santaló y aplicando a
continuación la fórmula de Schláfii para tetraedros hiperbólicos. El me sugirió la posibilidad de obtener
una fórmula de Sebláflí para simplices en S~ , siguiendo la demostración de Kneser, y utilizarla para
generalizar la igualdad dc Santaló a dimensiones superiores.
En la sección 3, se adapta y generaliza la demostración de Kneser para obtener una fónnula diferencial
de Schláfli para una clase muy amplia de símplices en cualquier hipercuádrica central unidad del espacio
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semi-euclideo ~U~’ (cf. 1O’NB. Para ello, es necesaria una definición adecuada de ángulo diédrico
en una geometría semi-riemanniana. Este es un punto deLicado que se resuelve en el apartado 34,
generalizando la definición (parcial) estándar (cf [O’N]).
A continuación, se dan tres aplicaciones de la fórmula de Schláfli en la esfera de de Sitter En
la sección 4, se redemuestra la fórmula de Santaló en dimensión 3 (que relaciona el volumen de un
tetraedro hiperbólico con la medida del conjunto de hiperpíanos que lo cortan), utilizando ahora las
fórmulas de Schláfii en ¡rl’ y - En esta sección se introducen también los conceptos de poíar y dual
complementario de un simplice hiperbólico de dimensión arbitraria, que serán necesarios al generalizar
la fórmuLa de Santató a dimensiones superiores.
En la sección 5, se obtienen unas fórmulas de Oauss-Bonnet para símplices de la esfera de de Sitter
u-dimensional S~ cuyas caras son todas riemannianas, en analogía con las fórmulas de Gauss-Bonnet
generalizadas para siinplices esféricos e hiperbólicos, que relacionan entre si los volÉmenes de todas las
caras de dimensión par del simplice y los ángulos diédricos en esas caras (cf [Sa1], [AXIS]).
Finalmente, la sección 6 es consecuencia de las dos anteriores, y consiste en una generalización a
dimensión superior, de la fórmula que relaciona el volumen de un simplice hiperbólico con el del conjunto
de hiperpíanos que lo cortan.
1. HOLONOMÍAS SEMI-RIEMANNIANAS PARA EL NUDO DE A OCHO
Recordemos la familia uniparamétrica de representaciones del grupo fundamental del nudo de a
ocho (o nudo racional 5/3]) en SL(2, (2) , que describimos en la sección 1 del capitulo II. El grupo
frmndamental ~ <¿s’ \ I5/~]) admite la presentación ¡ a, b atv = wb , donde tv = ba1 ¿<1a - Pues
bien, para cada número real u E (* considerábamos un par de representaciones Pi , P2
de ir
1 (8’ \ [5/3j) en SL(2, (2) , definidas por:
a a a a
sen—
p,(a) = cos a ied+íO sen~ p1~b) = d+iÚ ~ ~~—(d±iO) 2
(le<d+iÚ)2sen~ 2) )Co re sen—— cos2 2
-cl-—iO(105—— 5e11—’\ ( COS 2 <senw
P2(O) = e.jd....iOjsen± a) , p2(b) = d—tO a 1
2 2’ re 2sen— cos ¡
191
donde a , O y d son funciones continuas (con valores complejos) del parámetro it tales que:
a 3~~2 — ~2 + [
sen— =
2 2(1 — u2)1
sen ti =
u2±1
senh d = 1 2u2
3u2 —
a u4— IOn2 + 5






A este par de representaciones en SL(2, (2) le asociábamos una representación
CL SL(4, (2) formado por las matrices Xl tales que A’f (1 1 ) Nfí = 1> en( 1 cl grupo 80(3.1; (2)1 —l )
a




sena senO cosh d
—sena senO senlíd
a2 sen2— seriO ces O2
1 —~ sen~2 20
2
— sería ces O cosh d
sena cosO sentid
— seria seriO cosh <1
sena ces O í:oslí il
1 ~2sen2Bcosh2 ti
2
2 sen2i senhdcoslí d
2
sena í:os ti sentui
sería seriO sentid
a
——2 sen2 -— senlííí coslí d
9
¡ -~— 2se~~22seríh2 d
y p(t) es la conjugada de p(a) mediante la matriz X ——10’ —l 3
Cuando -~< u < ~ , las tres funciones a, O y d son reales. Las matices pj(a) y p/b) (1 = 12)
corresponden (en el modelo del semiespacio de H3) a dos rotaciones hiperbólicas de ángulo (Y en tomo
a dos ejes que están separados a distancia 2d y forman ángulo 20 - las matrices p(a) y p(b) pertenecen
al grupo ortogonal (real) SO(3, 1) , y representan las mismas rotaciones hiperbólicas, pero en el modelo
proyectivo (o de Klein) de R3 - Corno ya vimos, p es la holonomía de una estructura hiperbólica cónica
en con singularidad el nudo [5/3] y ángulo cónico a e (O. 2z/3) -
Cuando u = , la distancia d se hace igual a cero. Por tanto, p~ y 1>2 son dos representaciones
conjugadas de ir
1 (53 \ [5/3]) en SU(2) = { 1 1) 1 u. ‘u E (2 , uTi + v21 14 (que es la cubierta
universa] de SO(3) ). La representación p corresponde a la parte de rotación de la holonornia de una
estructura euclz’dea cónica en 53 con singularidad el nudo de a ocho y ángulo cónico a = 2ir/3 -
Finalmente, cuando u e (—ji , 5 — 2v’~] , las funciones a y (1 continúan siendo reales, mientras
que d se hace imaginario puro, y podemos escribir d = —ir , donde r > O - Por tanto, pi y 1>2 son dos
representaciones de irj(S
3 \ jb/3]) en SU(2) , pero ya no son conjugadas una de la otra. Dan lugar a
una representación de ir
1 (53 \ [5/3]) en SU(2) x SU(2) (que es la cubierta universal de 80(4)) - Por
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otra parte, p es una representación de iri(S3 \ LS/3D en el subgrupo Ide 80(3, 1;C) formado por las
matrices de la forma
¡




~<~-22 m23 r tít24
~ 7n55 i m34 )
tít42 i m43 m44 1
Este subgrupo se identifica con el grupo ortogonal (real) 80(4) mediante la conjugación por la matriz
1 -
Si conjugamos p por la matriz T obtenemos, pues, una representación fi de ir1 (SS \ [5/33) en
80(4) Iso~(S
3) , dada por:
1~~2sen2!sen202
a
2 sen2— senO cosO
p’(a) = 2





1 —2 sen2— cos2 O2
— sena cos O os r
sena cos O senr
— sena senO os r
sena cos O (Sos ~1.
a1 — 2 sen2— cos2 r
2
2 sen2! senr cosi.2
sena senO senr
-~ sena cos O senr




y p (b) = X p’(a) X
Ahora las matrices p’(a) y p’(b) son dos rotaciones esféricas de ángulo a en tomo a dos ejes
separados a distancia 2r y que forman ángulo 20 - La representación ¡Y es la holonomia de una estructura
esférica cónica en 53 con singularidad el nudo de a ocho y ángulo a E (2ir/3, ir] - La relación entre
¡Y y el par de representaciones Pi , 1>2 en SU(2) es la siguiente: si identificamos S3 = <(st, v~ z, t) E
10 ¡ st2 + y2 + z2 + t2 = 1 } con SU(2) = t ( st + ~v
—z + it st2 ~ + z2±t2= t},entonces
la isometria esférica ¡Y(a) corresponde a la transfonnación
I/st±iv
z + it
2+ ( st + iv
—z + it
z• + it
st — iy) 1>2(a)
Análogamente, p’(b) corresponde a la transformación
(z±iY2± it ;1 it)
Es natural preguntarse a continuación qué ocurre cuando el parámetro u se hace mayor que






real. Por tanto, cuando 5 —- 2vt <1 u < 1 , podemos escribir la función a de la fonna a = ir — <1
donde O ~ fi < +x. - El ángulo O continúa siendo real, y t/ = —ir también es imaginario puro.
0*
Por tanto, cuando 5 ---2 5 <u < 1 , las representaciones it y 1>2 son de la fonna y,
¡ /31 isen Ii
1 2
pi (a) = Y~ ¿edr.o) <:osli
13( eríh—
2p








¡ ¡31 i sen ti
1 2Pi (ti) = Y el(T±Ú))








Es decir; Pi y 1>2 son representaciones de irí (53 \ [5/3}) en el subgrupo U de 814), (2) formado por
las matrices Nf e 8142(2) tales que Nf (1 ) Este subgrupo tiene dos
componentes conexas. La componente de la identidad coincide con 8U( t, 1)
1)
La otra componente es
i~) u, ‘u e (2 , —nll + ‘u173 = 14
Obsérvese que Pi y 1>2 no son rep-ntseutaciottes dc iri(S
3 \ jB/3~) en Ho = SU(I, 1) , ya que las cuatro
matrices p/a) , p
1(b) , = 1,2 pertenecen a la otra componente 11! -
Observación. Al proyectivizar, el subgrupo PI-! = 4 Al e J’8L(2, (2) [~ k 1 —tNf = ±[‘1j 4 dc
f’SL(2, (2) es isomorfo al grupo proyectivo unitario PU(1,1) = {M e J->G142,(2)
Al j~ ~]-~~iL L —ii -
Por otra parte, la representación p de ir¡ (S
3 \ [5/31) en 80(3,1; (2) ahora es de la siguiente forma:
1 — 2 cosh2 qsen2O
2 cosh2 .~sen0 (Sos O
p(a) =
— senhfl senO seur
i
2 :osb2 ~ senO cos O
1 — 2 cosh2 ~ cos2 (92
—2 senh/3 cos O :os ‘u
senhflcos O seur
— -¿ senh/3 senO <:05v
z .senbí¡ cos O :os ‘u
~ 2
-— 2 <:osli cos -r2
—2i ::osií2 ~ senr cos r
senb/3 cos O sony
— senh/3 senO senr
2i cosh2 ~ sen-rcos ‘u
2


























y p(b) = X p(a) X -
Por tanto, p es una representación de irí(S:í \ [5/3]) en el subgmpo ide 80(3, í;C) formado por















Este subgmpo se identifica con el grupo ortogonal (real) 80(2, 2) (formado por los automorfismos lineales
¡1 —i )de R4 que preservan la orientación y la forma cuadrática ) , mediante la conjugación por1
lamatrizT= (1 1 ) - Por tanto, conjugando p por esta matriz T obtenemos una representación
en 80(2,2) ,dada por:
— 2 cosh2 2 sen2O2 2 cosh2 2 seriO cos O2
21~ 2/32 cosh — seriO cosO 1 — 2 (:0511 — (:05202 2
senh¡3 senO cos’u
— senh/3 senO senr
senb/3 (Sos O cosr
senh/3 (Sos O ser
senh¡3 senO os’u
— sen h/3 sos O (Sos ‘u
1 —2cosh2 ~ ~,.
2
2 (:081122 sen’u (Sos ‘u
2
— senlí/3 seriO senr
senhfi (Sos O sen’u
2/32 osh — sen’u cos’u
2
2/3 21— 2cosh — sen ‘u
2
y p’(b) = X ¡Y(a) X -
El grupo 80(2, 2) se puede identificar con el grupo de isometrias de la pseudoesfera
8~(1) = <(st, y, z, t) e fl~4 1 st2 + y2 — ~2 — ¡Y = 14
que preservan la orientación. La forma cuadrática (1 1 —1 —i ) de R4 induce
S~(1) una métnca semí-nemanniana de signatura + — — . Con esta métrica, la pseudoesfera 8~(1)
es una variedad de Lorentz completa de curvatura constante igual a 1 (en el sentido de la geometría
semí-riemanniana, cf [O’N]). Para variedades de Lorentz existen, además de la noción de orientabilidad.
las nociones de “orientabilidad temporal” y “orientabilidad espacial” (según cómo se oriente en cada
plano tangente el cono distinguido formado por los vectores de norma negativa, cf [O’N]). Por ello, el






la componente dc la identidad está formada por las isometrias que preservan tanto la orientación
temporal como la orientación espacial (es decir, las matrices M = (r<¿~~) de 80(2,2) tales que los
dos menores principales de orden 2 ~ 71112 ~~:í3 1/131 son positivos).
~<12í 1/122 y 7114 1 71144
la otra componente está formada por las isometrias que invierten tanto la orientación temporal como
la orientación espacial (es decir, las matrices A’! = (m~~) de 80(2,2) tales que los dos menores
11111 ~ 12 7<líí 7<134principales y son negativos).
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La representación p’ no es una ‘uepreseutación dc irt(S
3\[5/3]) en ¿a
de 80(2,2) , ya que
— 2 cosí) 3 sen2O
2’
2 cosí) ~ senO cosO
2 cosíA ~ seriO cosO ¡ — 2 <oslí2 3 (~~52 ‘u
2
1 — 2 cosI) ~ cos~ 0 2 (:os[12 ~ seri’r cos ‘u
cornJlortellte de la identidad 4’
4’
4’
serir cos ‘u2 úosh2 2




= — coslí /3 < O 0*
e,
luego ¡Y(a) y p’(b) invierten tanto la orientación espacial cono la orientación temporal de 8j~(í) - 0*
0*
Veamos la relación que existe entre p’ y el par de representaciones pi y 1>2 - La pseu-
doesfera 8¡Y1) se puede identificar de modo natural con el grupo unitario especial 8(1(1,1) =
~ st
2 + y2 — z2 — t2 = 14 - De manera análoga a lo que ocurre con el
<(st+iv —t
grupo 80(4) , se tiene que la cubierta doble de 80(2,2) es 8(1(1,1) x 511(1,1) =
las mismas notaciones anteriores). La cubierta doble de la otra componente se puede
U
1 x - Resulta entonces que la isometria ¡Y(a) e 80(2,2) corresponde a la siguiente
de 8U(1,1):








(1) El grupo 8(9(2,2) coincide también con el grupo
hipercuádrica
de isometrías que preservan la orientación de la
St>
3(—1)={(st,y,z,l.) eR4¡ st2 +Y ~ .¿2 j }
(st±iy —t + iz
— ~,, ¡,1
(st +iy
k—t—iz t — 22
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que posee una métrica de Lorentz de curvatura constante —1 , inducida por la forma cuadrática
1
( 1
—I ) de Df - (Si se cambia de signo la métrica de 8~(—1) , se obtiene una variedad
isométrica a SIKI) -)
(2) La pseudoesfera S~(1) se puede identificar también con el grupo de Lic SL(2,R) = { (a








- La métrica de Lorentz de S~(1) coincide, mediante
esta identificación, con una métrica de Lorentz en el grupo de Lic 8L(2, EL) que ha sido ampliamente
estudiada en la literatura (véase [Kuí], [Ku2], [KR]. [Go2]).
La transición de las holonornías esféricas a las holoriomfas semi-r¡enxannhanas
Cuando el ángulo cónico a es igual a ir (es decir, cuando el parámetro vale u = 5 — 2vt), los dos













pi(b) = ( ~ iei(rO) cosh
±0)cosi
2





Correspondientemente, el homomorfismo ¡Y es una representación de u (SS \ [5/3]) en el subgrupo
80(4) fl 80(2,2) de 0144, R)
cos (20) serí(20)




y P‘(6) = X p’(a) X -
Por tanto, para u = 5 — 2vt existe una representación de holonomia ¡Y que es simu¿táneamente
esférica y semi-riemanniana.
Observacion. Según vimos en el capitulo II, esta representación ¡Y es la holonomía de una estructura






puede interpretar como la holonomía de una estructura proyectiva real en S3 \ [5/3] - Si aplicamos el
teorema que afirma que “las representaciones próximas a una representación de holonomia son también
holonomías” (cf [Thuí] , [CEG~ , [Go
1]), resulta que cuando el parámetro u es mayor que 5—2 5
pero está suficientemente próximo a 5 — 2~/’S siguen existiendo estructuras proyectivas reales en
Y \ [5/3] cuya holonomia es ¡Y - En la sección 2 encontraremos efectivamente tales estructuras.
4’.
Un modelo proyectivo para la pseudoesfera 8~(1) —
y,
Si proyectamos la pseudoesfera 8~(1) desde el origen de R
4 sobre el hiperplano t = 1 ,obtenemos
como imagen el conjunto U~ = <(st, y, z) e p¿ st2 ±y2— 1 4 , que es el exterior del hiperboloide
reglado st2 + y2 — A = 1 - La proyección está bien definida y es biyectiva si se restringe al “hemisferio
superior” de 8~(i) , <(st, y, z, t) e Df ¡ st2 + y2 —1’ —¡3 = 1 , t > 04 - Las subvariedades totalmente
geodésicas de 8~(1) son las intersecciones de la pseudoesfera Si~(1) con subespacios vectoriales de RA
y se proyectan por tanto sobre intersecciones de 71+ con planos y rectas de RA - Las isometrias dc t(l)
se proyectan sobre transformaciones proyectivas de RP5 que dejan 71±invariante
En consecuencia, 7-t~ se puede interpretar como un modelo proyectivo para el hemisferio superior
de la pseudoesfera 8.~(l) -
Análogamente. el interior del hiperboloide reglado, 7t = <(st, y, z) e RA ¡ ~2 + ~2 — 9 < }







2. ESTRUCTURAS PROYECTIVAS CON HOLONOMIA SEMI—RIEMANNIANA,
SINGULARES EN EL NUDO DE A OCHO
Como vimos en la sección anterior, para cada número real u C 5 — 2vt , 1) , existe una repre-
sentación ¡Y~ de ir




2 :osh2á seriO :os O
2
senh/3 seriO zos ‘u
— senlíl3 senO serír
y
2/32iosh —senO~iosO2
2/31 — 2 osh — cos2 <
2
— sen h/3 (Sos O ~:os‘u
seííh/3 (Sos O senr
senh/3 senO cos ‘u
— senh¡3 (Sos O (Sos r
2/3 21 —2cosli —(Sos r2
2/32 cosE — sen’u (Sos ‘u
2
— senh/3 senO sen’u
senh/3 (Sos O sen’u
2 cosh2 2 senr cos ‘u2














(3u2 — 1) (u2 + 1
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y 13 es la conjugada de A mediante la matriz X = (1 1
—-1 í)
Cuando u = 5 — 2x/~ ti es la holonomia de una estructura proyectiva real en el complemento
del nudo de a ocho. Esta estructura se puede extender a una estructura proyectiva en 53 , con una





es una representación de u (53 \ [5/3]) en 80(2,2) = lso~(8~(l)) = lso±(8¿í(~t)) , la estructura
proyectiva con holonomia ¡Y< no ¡~‘uovieue de una estructura de Lo’ueutz en S~ \ [5/3] modelada en ¿a
pscudoesfera 8~(1) 6 8~(—1) - Recordemos que esta estructura proyectiva con holonomía p,~ proviene
de una estructura esf3rica cónica en 53 , con singularidad el nudo [5/3] y ángulo cónico ir - Un dominio
fiindanwntal 7’ para esta estructura esférica es la “lente” comprendida entre dos esferas maximales de
53 , que se cortan formando ángulo ir/5 - Ahora bien, dentro de R4 , el dominio 7’ está en parte dentro
—1del cono de luz de la métrica (1
proyectarlo sobre la pseudocsfera
pero otra parte se proyecta sobre
dimensión 2.
) y en parte fuera de él. En consecuencia, si intentamos
8(1) resulta que una parte del dominio 1’ se proyecta sobre 8~(1)
- En la figura 2 sc muestra un esquema de lo que ocurre, en
y
Otra forma de verlo es la siguiente. Si proyectamos el dominio 7’ desde el origen de Df sobre el
hiperplano /. = 1 , obtenemos la “capa” infinita comprendida entre dos planos horizontales paralelos.
Esta capa corta al hiperboloide reglado st2 + ~2 — ~2 = 1 , y tiene por tanto una parte dentro de ~± y









Como ya dijimos en una observación en la sección anterior, de un teorema de Thurston se deduce que,
cuando u está próximo a 5 — 2vt, existen estructuras proyectivas en 53 \ [5/3] cuya holonomia es p’ -
Veremos a continuación que tales estructuras proyectivas existen de hecho paratodo u e 5 — 2VT, 1) -
Sea < , > el producto escalar de R4 correspondiente a la forma cuadrática (t
—l 1) y sea
u = (0,0,0,1) - A cada matriz Nf e 80(2,2) le asociamos el siguiente hiperpíano vectorial de R4
HM {x e Pi ¡ <x,Mu> = <xii> 4
Es decir, si Mu = (a, 6, e, d) (donde a2 + b~ — e2 — d2 = —1), entonces la ecuación de HNf es:
HM : ast+by—cz— (cl— 1)t=0
Ahora no se puede decirpropiamente que HNffl8~(—1) sea el plano bisectorentre los puntos de 82(—1)
cuyos vectores posición son u y Mu , porque 8~(—1) es una variedad de Lorentz, en la que no hay una
noción de distancia bien definida. Sin embargo, la definición de HM generaliza la definición de plano
bisector en H5 y Y , y comparte con ella las siguientes propiedades:
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e-
(En general, consideraremos los modelos
respectivamente, y denotaremos también
hiperpíano t = 1 - Es decir, si Mu = (a,
(i) IUS1(JJNf) =
(u) MJ’ (1¼~~ ~“M = “Nf~’ ~ ~MÁ4 -
proyectivos 7-1±y 7-U de las pscudoesferas 82(1) y 82(—1)
por [¡Nf la intersección del hiperpíano antes definido, con el
be, cl) , entonces HNf : <¿st + by — ez = (cl — 1)).
Por tanto, utilizando esta definición de “plano bisector”, se puede aplicar el procedimiento de la
sección § IV.4, y defonnar el dominio 7’ (correspondiente al valor u = 5 — 2 5) a otros poliedros
que proporcionan estructuras proyectivas en S~ \ [5/3] con holonomia p§ , para valores próximos del
parámetro ‘it -
De hecho, consideraremos Los mismos elementos de u (SS \ [5/3]) que determinaban las caras de
los poliedros de Dirichlet para las estructuras cónicas en S~ con singularidad el nudo de a ocho [5/3]
o. , 6 at , ¿0~ ; ba1 , ab’ , a16 , ¿F1a
‘e 1’u, = ba~b’~ a u, = a¿§1a16 , u~ = o7ibabi , u« = ¿p1 abai
(ver fi 1.1). Ahora para cada valor del parámetro u e [ 5— 2vt , 1) , estos doce elementos de
ir
1 (S~ \ [5/3]) tienen asociados los siguientes “planos bisectores”:
JI : <1 +í¿2) 2íP1 + —‘it’ +10u





— ~,Á) Za2 — 1 + —íí’+ i0-~P —5 (—ust — y) + (Su2 — 1)z = O
—u(1 + u2) 2’i~2 — 1 + 112 —u’+ iOít2 —5 (—ust —y) + (2í<~ + u2 — 1)2 = O
y las imágenes de éstos mediante las tres rotaciones X , Y y Z de 180~ en tomo a los ejes coordenados.
Cuando 5 — 2 5 < ít < 1 , estos doce planos determinan un poliedro compacto y convexo en
RPM , que tiene el mismo tipo combinatorio que los poliedros de Diriehlet para las estructuras cónicas en
con singularidad el nudo de a ocho [5/3] , descritos en fi 11.1. Hay doce vértices, cuyas coordenadas
son:
1)• —( (1—3-it2) 2u2—i (1—Sn2) 2n2—i
u2 —íj~+ iOn2 5 ‘ .~:‘i —u’+ lOí¿2 — 5
~> ((13-It) 2ít2—1 íd-iP —3) 2u2—1
—u4 + IOn2 — 5 —u4•+ lOít2 — 5
— —(1 ±u2) 2u2 ——1 —íí(1 + it2) 2u2 —1




—‘it 2u2 — 1)
—It 2u2 — 1)
0*
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y las imágenes de éstos mediante las tres rotaciones X , Y y Z de 180” en tomo a los ejes coorde-
nados. Las caras de 7’,, se identifican dos a dos mediante transformaciones proyectivas del subgrupo
de PSO(2, 2) engendrado por las matrices A y B , y los pegados se realizan de la misma manera que
para los poliedros de Dirichlet de las estructuras cónicas en S5 con singularidad el nudo de a ocho. En
consecuencia, al icalizar los pegados se obtiene una estructura proyectiva real en 55 (con holonomia p%)
que tiene una “singularidad” en el nudo de a ocho. (Los puntos del nudo tienen un entorno modelado en
un diedro de RP3 con los lados identificados mediante una proyectividad que deja fija punto a punto la
arista del diedro).
Al igual que ocurría para el valor inicial del parámetro, u = 5 — 21N , esta estructura proyectiva
definida por el poliedro 7’,. no proviene de una estractu’ua de Lorentz en 53 (‘singula’u en el nudo de
a ocho) modelada en la pseudoesfera 8~(l) 6 8~(—1) - El motivo es que 7’.,. tiene una parte dentro
del hiperboloide reglado st2 + y2 — = 1 «e. en 1-U , que es un modelo del hemisferio superior de
y otra parte fuera de él (i.e. en 71~ , que es un modelo del hemisferio superior de 8~(1)). De
hecho, todos los vértices de 7’,. están fuera del hiperboloide reglado (en ~±), mientras que el punto
base 0 = (0,0,0) está dentro del hiperboloide (en 7-Ij.
A continuación se muestran algunos de los poliedros 7’,, , cuando u varia entre 5 — 2x/S 0.7265
y 1 . Cada cara está marcada con el elemento del grupo irí (53 \ E) que le corresponde, y las flechas en las
aristas indican cómo son las identificaciones. La singularidad está marcada en grueso. Se indica también
de modo aproximado la posición relativa del poliedro respecto del hiperboloide reglado st2 ±y2~z2 1 -
Cuando u —> 1 , los poliedros 7’,. convergen a un tetraedro completamente inscrito en el hiperboloide
reglado. Sus vértices son: y
1 = (.—-1,—i,—-1) , = (—1,1,1), Yv1 = (1, —1,1) y Zv1 = (1,1—1) -



















it = OS (visto desde el punto (—2,0,0)):
e—
Y












• u = 0.9 (visto desde el punto (—2.0,0)>













• Cuandoit 1 , el poliedro degencra en un tetraedro inscrito en el hiperboloide reglado.
En realidad, la intersección de 7’,. con el hiperboloide reglado st2 +y2 — z2 = 1 se convierte siempre,
al realizar los pegados de las caras de P~, , en una esfera de Conway para el nudo de a ocho (es decir,
una esfera en S~ que corta al nudo en cuatro puntos), que además separa los dos máximos locales de
los dos mínimos locales de una proyección del nudo de a ocho con dos puentes. Esta afim’iación se
puede comprobar directamente, realizando a mano los pegados de las caras de 7’,. (cuando u está cerca
de 5 -— 2vT , es evidente).
Cada una de las dos bolas en que esta esfera de Conway descompone a 53 , tiene una estructura de
Lorentz (singular en los arcos del nudo contenidos en cada bola>, modelada en una de las pseudoesferas
8~(1) ó 8l~(—1) , respectivamente.
Existen varias preguntas naturales que se plantean acerca de estas estructuras. Pan las estructuras
hiperbólicas y esféricas cónicas en Y con singularidad el nudo de a ocho, existen fórmulas que describen
el ángulo cónico, la longitud del nudo singular y el volumen de la variedad cónica (cf. [1-ILM
1J, y más









V(u)= J 8í0 1(ít) dí
¿
(1 —It2). (It’ — IOn2 + 5)(3u2 — 1)(í¡3 + 1)
entonces:
• cuando ——~— <0 u <z , a(u) es el ángulo cónico de la correspondiente cstníetura hiperbólica cónica
dc 53 con singularidad el nudo de a ocho, ¿(u) es la longitud del nudo singular, y —VGr) es el
volumen de dicha estructura hiperbólica cónica’
2(3n2 — i)(1 — 2u2)Qi=+ 1)
>
• cuando < u < 5—2 5 ¿(u) = 2i arceos + (1 — -i,2)4 ) es imagi—
u
¡ 8ít3 1 rn(¿(u)) dii
nario puro, y V(u) = también. La parte imagí—J (1 — u2)~ - ($4 — 1(Yu2 + ñfts&2 — 1)(u2 + 1)
1/12
nana de ¿(‘it) es la longitud del nudo singular en la correspondiente estructura esférica cónica de 5’
con singularidad el nudo dc a ocho, la parte imaginaria de 17(u) es el volumen de dicha estructura
esférica cónica, y 0(u) sigue siendo el ángulo cónico.
<0 —1 yCuando 5 — 2xt <0 u <0 1 , se verifica que u4 — mu2 4-5 2(u2 — 1)2
+ 2(3-2 — 1)(i — 2u2)(u’2 + 1) _ _ 1 - Por tanto, podernos suponer que(1 — íi2)4. -
(¿(It) = ir —— 1..aiTcOsh(
2<1,20;)
<u
2 — 1)( 1 —2u2)(-et2 -1— 1)
¿(u) = 2 arccosb (—1 — ) ±1W - Y
1L
lin(V(ít)) = f Su. i{e(¿(ít)) <híJ (1 — -iR), - (—-ií~ + 10u2 — tt,)(3í¿2 i)(u12 + 1)
¿Se puede dar alguna interpretación geométrica a los tres números lm(o’(u)) , lite(I(u)) y lm(V(u))
(en términos de las estructuras de Lorentz antes mencionadas)? Obsérvese que las dos bolas que tienen
estructuras de Lorentz singulares tienen volumen (semí—riemanniano) infinito, y cada uno de los arcos
singulares contenidos dentro de cada bola tiene también longitud (semi—riemanniana) infinita.
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Esta pregunta motivó el estudio del volumen de poliedros en hipercuádricas semi—riemannianas de
curvatura constante, que ocupa el resto del capitulo. En la sección 3.4 de este capitulo se da una
interpretación a los números
lrn(a@O) = —arc(:osh ( 3 + 6tA +_u’>
\ 2% — 1)2 7
Re(l (it)) = 2 ara:osli (—1 — 2ff{u2 .— 1$ ~i~4>(í? + 1)
)
Todavía está abierto el problema de dar una interpretación al número lrn(V(u)) -
Otra pregunta abierta es averiguar si este fenómeno de transición de esvructtíras esféricas cónicas a
estructuras con una holonomia semi-riemanniana se produce (como es de esperar) para cualquier nudo o
enlace de dos puentes.
3. UNA FORMULA DIFERENCIAL DE S(2HLAFLI PARA SÍMPLICES EN
HIPERCUA.DRICAS SEMI-RIEMANNIANAS
3.1. Preliminares y definiciones
Recordamos primero algunas definiciones estándar en geometría semi—riemanniana (ver [O’NJ), a fin
de fijar las notaciones.
El espacio semi—eucl-ídeo R~±Ies R”~’ con la métrica semi-riemanniana definida por la forma
bilineal de indice q =O
q—1 u
= —— ~sty + Zst-i½
1=0
donde x = (sto ,...,st,.) e y = (yo - ya). La norma de un vector XC R~~1 es ¡x[ =
Se dice que un vector x es temporal si <xx> < O, espacial si <x, x> > O y luz si <x, x> = 0.
Dado e E <±14, la hipe’ucudd’uica central unidad de R~~±’ de signo e es la subvariedad
<1
Q~(e) = {x e R~~’ ¡ <xx> = e4
Es una subvariedad semi-riemanniana n-dimensional (no necesariamente conexa), completa, de curvatura
constante igual a e, Las subvariedades totalmente geodésicas de Prt(c) son las componentes conexas de
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u’.
la intersección de QU(e) con subespacios vectoriales de Rn±l - Las isometrias de Q}c) son la restricción
a Q~(c) de los automorfismos lineales de RU±íque dejan Q~ (~í) invariante. Como casos particulares
importantes, señalaremos que Qg(l) = S’~ es la esfera u—dimensional; QW—l) tiene dos componentes
conexas, una de las cuales es el espacio hiperbólico u—dimensional U”. y Q7(1) es la esfera de de Sitter
n—dimensional. De ahora en adelante escribiremos 87<:) para denotar una componente conexa cualquiera
de QU(e), y llamaremos también a 87) hipercuádrica u-dimensional.
A continuación vamos a definir n—símplíce en la hipercuádrica 87e), lo cual veremos que exige
cierto cuidado.
Definición 3.1.1. Llamaremos semiespacw vectorial en R7±l a un semiespacio cerrado cuyo borde
sea un hiperpíano vectorial de R?1±í.Llamaremos cono simplicial en RV±ía la intersección de (n+ 1)a q
semiespacios vectoriales en posición general (es decir, tales que la intersección de los (u + 1) liiperplanos
vectoriales del borde sea sólo el origen). Una ea’ua de codimensión h (It = O u) del cono simplicial
(2 es la intersección de (2 con It hiperpíanos vectoriales del borde de O.
Observación 3.1.1. La intersección de un cono simplicial arbitrario
ser vacía (ver figura 4, para el caso en que 8,’j(e) es la esfera de de
que esa intersección sea no compacta (ver figura 5. también para la
(7
st2
<]con la hipercuadrica 87e) puede
Sitter 8?(1)). También puede ocurrir
esfera de de Sitter 8~(i))
Definición 3.1.2. Llamaremos u—simplice en la hipercuádrica u-dimensional 87c), a la intersección
de un cono simplicial con 87<, cuando esta intersección sea no vacía y compacta. Una cara de
codimensión It (It = 0,. . . u) del n-símplice A c S~j(e), es la intersección con 8g(e) de una cara de
w
st
F’¿g’ara 4 Fiqu’¡~z 5
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codimensión It del correspondiente cono simplicial.
Lema 3.1.1 Todo cono simplícial 6’ CUqSC puede escribir de ¿a forma
(J<xovo+’+x,,vjsto>0 %>0}
para una cierta base <yo v,,} dc
Demustracibn. Supongamos que C es intersección de los seniiespacios vectoriales
= {x e RU±í <x.wI> =04 para i 0,... A , donde {w0,. . . ,w,.4 es una base de R~±í-
Consideremos la base dual <yo,. .. , v,~4, que verifica que (vi, iv) = bjj para i, j = 0,. .. , u - Entonces
x=stovo+±st,,v,, eCsiysólo si <x,w1>=st, =Oparatodoic <0,...,u}. Portanto,
Cz{stovo±...+st,,v,.Lro=O ,..,st,,=0}.
El
Natación. Usaremos la siguiente notación para las caras de codimensión It del cono simplicial
C={stovo±...+st,,vn[sto>O ,..,.‘r~=O4:
Úií...ik{XO yo + +í,,v1~Ko0..,x71=Ú,t1 =0 4
Lema 3.1.2. (fu subeonjunto á c 87e) es un u—símplice si y sólo si se puede escribir de la forma
A{stovo+.±st~v,jsto=0 ,...,%=04n87e)
para una cierta base <yo,. . . ,v,,4 de RUY’ talque:
e.(stovo+...+st,.v,,, wovo+...±:r,,v,<>Osisto=0,...,st,.>Oynosoutodosuulo&
Demostradftrn. Por el lema 3.1.1 y la definición de u—símplice, lo único que hace falta probar es que,
dado un cono simplicial O en R~±’,la intersección 6’ n S~7(c) es no vacía y compacta si y sólo si
e <xx> >0 para todo xC Cii , x JO.
Consideremos la esfera unidad en el espacio cuelídeo Rn±l, 5h ={(st0,...,r,,) eRn±í
+ st~ = 14 , y sea o- : R~+l \ {04 ——+ S’~ la proyección radial desde el origen. Entonces o- es una
aplicación continua, y la restricción de u a la hipercuádrica S7e) es un homeomorfismo sobre un abierto
U = { XC Sn 1 e <x, x> >04 de S” (donde <, > denota, como siempre, el producto escalar en R’~ ~>
q
Dado un cono símplicíal C en R7’, denotamos
0o = 6’ \ <04. La intersección C fl S7e)
ConS7e) es compacta y no vacía si y sólo si u(ConS7e)) es compacto y no vacio, es decir, si y sólo
si a(Oo) fl U es cerrado y no vacio. Como a(Oo) n (S’~ \ U) siempre es cerrado y a(O
0) es conexo,
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resulta que a(Co) 1) U es cerrado y no vacio si y sólo si a(Go) n (Su \ U) = Y) , es decir, si y sólo si
ojeo n { x e RU±í e <xx> =04) = 0 - Por tanto, ~o ~ 87c) es compacto y no vacio si y sólo si
Cofl{xCR~±’K.<xx>=o4~
El
Natación. Usaremos la siguiente notación para las caras de codimensión It del simplice
A <st0 yo + . + uy y,, j st0 > O ir,, > 0 4 n SQ(c)
Ñl...ik<’u0VO+±stflVfl.Isto=0~...,str=O;J$ = = ~‘0. ~ n 87<
Observación 3.1.2. Sea O un cono simplicial en R~jÁ~ tal que A = & O Sg(c) es un u—simplice.
Cada cara (1- . ~ de codimensión It de O, genera un subespacio vectorial (u + 1 —— k)—dimensional
li
• ~> de ~ que tiene una métrica inducida por la de R7
1. Si esta métrica inducida es no
degenerada de un cierto indice u, entonces S7c) ‘~ ((¾,. . . ~ es una hipercuádrica (u — k)—dimensional
y la correspondiente cara de A , E”- - - 8” (ú) fl . . . ij~ es un (u — k)-simplice en
Ij lp <7 Cl~
esta hipercuádrica. Si la métrica inducida en <C~
1 - . . ~> es degenerada, entonces la cara Y1
1~ de A
tiene también, como subvariedad de 871), una métrica inducida degenerada.
En todo lo que sigue, restringiremos nuestra atención a la clase de los u-sírnplices A de 87c) que
satisfacen la condición adicional (*), enunciada a continuación, a fin de evitar la división por cero en ‘los
cálculos posteriores:
(*) Todas las caras de codimensién 1. y 2 de A tienen una métrica inducida no degeue’uada.
3.2. La función volumen
Sea A un u-símplice en 87< , y sea (3 cl cono simplicial de ~ tal que A = CflS’,~(e) - Para
calcular el volumen de A , es muy útil tener en cuenta la siguiente idea de Kneser (fKnel). Vamos a
definir, para x e R~~1 ,la función r(x) = <xx>] - Se verificaque en cada punto de lahipercuádrica
S7c) , el gradiente de ‘u es un vector ortogonal a 87e) - Además, si <{ = j es una
st,, = O,,)
parametrización de un abierto U ci S7c) por n parámetros 01,. . . , O,, , entonces el cono determinado
por todas las semirrectas que unen el origen de con los puntos de U, se puede parametrizar por
‘u ft(O~ O,,)
- En consecuencia, dentro del cono simplicial 6’ se verifica la siguiente relación
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entre la forma de volumen de R7—’, que denotamos dRU±í, y la forma de volumen de la hipercuádrica
8[j(e) , que denotamos d8(e)
= r” dr A dSU(e)
<7
(9
(Aquí R~+I tiene la orientación canónica, y S7e) está orientada de modo que el vector normal =
e grad(’u) , seguido de una base positivamente orientada de vectores tangentes a S7e) , sea una base
positivamente orientada de
Por tanto, el volumen de á se puede obtener a partir de la siguiente relación:
ji et dflt’ = ¡ r e~ dr A dS.7e)
e~ dr= ji dS<’(e). j ~ 2
u±1
= 2r F( ) Vn(A) (1)2
Sea {vo,. . . ,v,,} unabase positivamente orientadade R~±ltalque O = <st0 v0+ ~st,, y,, st0 ~
O ,...,.“u,, =0 4 . Denotamos por (st0,... ,st,,) las coordenadas en esa base, y por ‘PCro st,,) =
<lo y0 + . . + st,, y,,, sto ‘¿o + . + st,, y,,> la forma cuadrática de R~±l. Entonces para los puntos
del cono simplicial & se verifica que ~P = . - Consideremos por otra parte el paralelepípedo
determinado en R~+¡ por los vectores vg,. . . y,, , que en las coordenadas (sto st,,) corresponde a!
cubo [0,1]~~±¡ - Si V(vo, . . . , y,,) es el volumen de este paralelepípedo en RUT’ (que coincide con su
volumen cuclídeo>, entonces la forma de volumen de R~~±les:
<7
<7
Por tanto, en las coordenadas (sto ,...,-st,,) la relación (1) se escribe así:
2—r f(u+l> Va(A) = V(vo,. .., y,,) . ji e< ~/2 dst0... dúr,, (2)
3.3. Diferencial de la función volumen
El espacio 8 de todos los n-simplices de S7e) tiene una estructura natural de variedad
n+1 veces
diferenciable de dimensión u (u + 1) , con cartas modeladas por ejemplo en 87< x x S7e)
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consistentes en el producto de entornos abiertos suficientemente pequeños de los ‘ti + 1 vértices. La
función volumen ~, : S —á R, que a cada u—sírnplice A le asocia su volumen V,,(A) , es una función
diferenciable, y estamos interesados en determinar una fórmula para su diferencial, dv,,
Para ello, vamos a considerar en un punto arbitrado A e 8 , una base formada por u (u ±1)
vectores linealmente independientes tangentes a 8 en A, y vamos a calcular ei valor de la 1—forma dV,,
aplicada a cada uno de estos vectores tangentes. El modo de elegir dicha base es el siguiente: para cada
uno de los u + 1 vértices de A , tomamos u vectores linealmente independientes tangentes a 8 en A
que representan ti maneras de mover el vértice elegido en distintas direcciones, dejando todos los demás
vértices fijos. Concretamente, el vértice escogido se va a desplazar sobre la recta que lo une con cada
uno de los u vértices restantes, según se describe a continuación.
Sea 6’ — { sto ‘¿o + + st,, y,, sto =O st,, =0 4 cl cono simplicial tal que A = (1 n 87c) -
Como el orden de los vértices es arbitrario, basta estudiar cl caso en que el vértice ‘¿ se mueve en la
dirección del vértice ‘¿o y todos los demás vértices quedan £jos Para cada t e R , consideramos la base
f vo(t) = yo
formada por los vectores vi(t): y
1 — t ‘¿o Cuando t está suficientemente próximo a 0, cl
cono simplicial 6’< = { Áo voY) + + Á,, v,,(t) ,< =O , Á_ > 0 4 verifica que A< = 0<0 8(e)
es un n—símplice. Vamos a tomar entonces, como uno de los vectores tangentes a 8 en el punto A , el
vector tangente al camino de n—simplices A< en el instante t = (1
El valor de la 1—forma dV,, aplicada a este vector tangente, es v~~(A<) - Según ladt
fórmula (2),
2~ f( 11±1) y (A<) = V(v0,..., y,,) - <ctk/2 dr0... dr,,
Como
(ji1 ={>~ovo(t) —l-...±.>.,,vnQ.) >~o >0 )x~ =04
= <st0 ‘¿o ~ + st,, ‘¿,, J st0 + ~i t >1) ,r,1 =70 st,, > 0 4
resulta que
2r f(ti +1
2 ~ y,. (¿S<)
=V(vo,..., vn).JJ f~=~ ~j=~e ~ ~ dr0 -r~ (3)
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Vamos ahora a considerar la base dual {wo,... ,w,,} de {vo, ... ,v,,} ,que verifica que <v~,w~> =
Tomando múltiplos de los vectores v~ si es preciso, podemos siempre suponer que ¡wc» = 1 para
j = O u - Denotamos por (sto ‘r,~) las coordenadas en la base <‘¿o v,,} , y por (yo,.’., y,,)
las coordenadas en la base dual {wo w,,4 - Entonces:
st~ = <stovo++st,,v,,,wt> = <YOWO±+Y,,Wn,Wi> =
y se tiene, pues, la siguiente relación entre unas coordenadas y otras:
t1







En las coordenadas (sto,..., st,,) ,la forma cuadrática de R~±íse escribe como
sI’ = 3 <y ,v~> st~st~ - Por tanto,
i,j = O
y—=2 ~<‘¿~~‘¿~>st3 =
Así pues, a partir de (5) se deduce que en el hiperpíano sto = O , es
st1 = l<wflWj> yj{ = Yo + 3 <wo, ~i> Yi = O
i= 1
luego












Para cada t e R , sea {wo(t),. . . , w,,(t)4 la base dual de {vo(t) v,jt)} - Es fácil comprobar que{ wo(t )=wo±twí
wi~ (t) = w~ para
- Para cada í E 41 u> , vamos a definir la función
1 <‘t <71
fo1(t) = ¡wo(t)] .








2=i t = 0
D(4=/2
Sustituyendo en (4), resulta que





















e-’E0 = <“i V~ + + ~ ‘¿21 1
st1 =O ‘e,, =0; = 0 <A 87) , se puede calcular también aplicando la relación (2) en el
subespacio (‘¡1 — 1)—dimensional de RU±ígenerado por ‘¿1 v,,...,v,, - Esdecfr
u — 1
2W~ li’( ) V,>2(F01) =2
= :‘u~ = 0
=V(ví .vj y,)
Sustituyendo en (8), se tiene entonces






























Como la función gamma tiene la propiedad de que ]i’( = 2 l’( ) , resulta que2 2
dV,,(A1) e V(vo,... y,,) dfo~(t) - V,>-2(F0~) (9)
Vamos ahora a utilizar algunas observaciones elementales sobre el volumen de un paralelepípedo en
V(vo y,,)RU±’, a fin de simplificar el factor v(’¿, ,.., y,,) -
(i) En primer lugar, V(y0 y,,) coincide con el volumen cuclideo del paralelepípedo determinado
en RW±ípor los vectores ‘¿o,• y,, (ya que la forma cuadrática de RU±ítiene una matriz, que
denotaremos Jq, de determinante igual a ±1). Por tanto, V(vo y,,) es el valor absoluto del
determinante de la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores ‘¿o,. ,v,, en la base
canónica de R~~’ - También es igual a ¡det(<v~, ‘¿j>)ig¡ -
(u) Sea {W0 w,,4 la base dual de {‘¿0 v,,4 , y sea M (resp. N) la matriz cuyas columnas son
las coordenadas de ~ y,, (resp. w0,.. . , w,,). Entonces jyjt - N es la matriz identidad,
luego ¡det(N)¡ = ¡det(M)¡
1 , y por tanto
1
V(wo xv,,) = V(vo y,,)
(iii) Dadokentreúyn—1 ,seanv~,..,vp las proyecciones ortogonales de los vectores ‘¿o Vp
sobre el subespacio generado por w
0, . .. , wp (que es ortogonal a todos los vectores restantes
,v,,). Entonces para cada i e {0 k4 , ‘¿~ — ‘¿~ es combinación lineal de los vec-
tores ‘¿psi y,, , luego
V(vo, . . . , y,,) = V(v¿ ‘¿p, ‘¿k—l—1 . . . ,‘¿,,) = V(’¿¿ ‘¿9 - V(’¿~±í y,,)
(siendo la última igualdad consecuencia de la ortogonalidad). Por otra parte, es inmediato ver que
{ w0,. .. , Wj~} es la base dual de <4,,..., 4,4 dentro del subespacio generado por w0~ -
Por tanto, de (u) se deduce que
V(vo,... ,v,,) = V(’vp+i y,,) (10)V(w0 Wk)
Utilizando esta última propiedad en el caso particular de la expresión (9), resulta que
7;dV,,(A1) e 1 dfo~(t) .
di í=o~’ut1 >3v(~0,~~) di
1 dfo~(t) (11)
u
1í >3~ i<wo,wo>.<wt,w.><wo,w>2¡ di
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Antes de poder proseguir hasta llegar a una fórmula de Schlátli, necesitamos una definición de
ángulo diédrico en una geometría semi-riemanniana. No existe ninguna definición general de ángulo en
la literatura, por la razón que se explica en la sección siguiente, pero nos interesaría poder definir el
ángulo diédrico -ro1(t) en la cara F0~(t) de A~ de tal manera que
dcto1(t) 1 dfo~(t
)
dt = g I<wo,wo> . <xv,w-~> — <vv’o,wi>
2] dt =
donde fo~(t) = ¡wo(t)¡ .
4’
4’3.4. Una definición de ángulo diédrico en geometría semi-riemanniana
e,
Consideremos el plano vectorial de RU±ígenerado por los vectores w
0 y w~ , que es ortogonal
al subespacio vectorial de codimensión dos <Col> , generado por ‘¿y,..., ‘¿~, . . . , y,, - La restricción a
este plano de la forma cuadrática de R~+i es una forma cuadrática no degenerada, por la condición (*)
impuesta al símplice A (recuérdese la observación 2). Si es una forma cuadrática definida (positiva o
negativa), entonces no hay ningún problema en definir el ángulo diédrico en la cara F0, de la manera
usual, como
cito, = ir — ai’CCO5( < > ) it — arcc:os( J0~)
IWo¡ iv~¡
Sin embargo, si existe un problema cuando este plano ortogonal tiene una métrica de Lorentz.
Necesitamos, pues, definir el ángulo entre dos vectores no luz cualesquiera en el plano de Lorentz-
lVfinkowski R~ - La dificultad radica en que el conjunto de vectores unitarios en no es acotado. En
el plano cuclideo R
2 , el ángulo entre dos vectores unitarios w
1,w2 se puede definir como la longitud
del arco que éstos determinan en la circunferencia unidad S’ - Si intentanws definir de manera análoga
el ángulo entre dos vectores unitarios w1, w2 de R? , entonces nos encontramos con que el arco que
éstos determinan en el conjunto de vectores unitarios de R? puede tener ramas infinitas.
Una manera natural de resolver el problema es la siguiente. Como Ja hipérbola ?1 correspondiente
a los vectores temporales unitarios de ~ tiene una métrica definida positiva, mientras que la hipérbola
fl±correspondiente a los vectores espaciales unitarios tiene una métrica definida negativa, asignaremos
longitud positiva a todos los arcos contenidos en 7-U y longitud negativa a todos los arcos contenidos
en %t±- Dados dos vectores no luz unitarios w1, w2 en R% , consideremos el arco (posiblemente con
ramas infinitas) que detcmiinan en K’ U fl~ , y sea U la suma de las longitudes (con el convenio de
signos anterior) de las porciones de este arco contenidas dentro del disco cuclideo de radio ‘u en R
2 -
Definiremos entonces el ángulo entre w
1 y w2 como el limite de 1,, cuando ‘u tiende a infinito. Es
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fácil comprobar (como se ilustra a continuación en algunos casos particulares), que esta definición es
equivalente a la siguiente:
Definición 3.4.1. Dados dos vectores no luz w1,w2 en Rif se define el ángulo entre w¡ y w2 como
ang(w1, w2) = arccoslí( <ivE W2>
)
¡wíj .
) si <w1,w1> . <w2,w2> >0 y
ang(xvi xv~) = —arccosh( ]ivi . ~2 1
<W1,W2> ) si <w1,wí> . <w2,w2> <0 -
ang(wí, w2) = —.arcsenh( xvi ¡
si <w,w1> . <w2,w2> >0 y <wi,w2> <0;
<wí,w2> >0
Esta definición es coherente con la definición estándar de ángulo hiperbólico entre dos vectores
temporales contenidos en el mismo semicono temporal de un espacio vectorial de Lorentz (ver [O’N]),
y veremos que también es la adecuada para nuestro propósito.
Algunos ejemplos
•Caso 1: w1 = (senlí 1, cosh t) , = (senh s, cosh s)
y
A
ang(wí,w2) = ¡t —
= arccoslí(coslí(t — s))
= arccosh(—<wí, w2>)
•Caso 2: w1 (senlí 1, coslí t) , = (cosh s, senh s)
aríg(wí,w2) = hm fang(wí, (senh st, cosh st))+
Y ~4+00














•Caso 3: ~ í = (senh ¿(:03k 1.) , xv2 = (senií s, —cosh s) , t > 8
ang(iví , wv) = lun [aííg(wí , (seuih st, (:0511 st)) +
+ ang( (cosE st, seriE st), (cosh(—st) , sen lí( ——st)))
+ ang(w2 , (senlí st, —cosíA st))J
= hm ((:r—t)—2st+(x—s))
= —(t + s)
= —arccosh(cosh(t + s))




Puesto que con nuestro convenio de signos hemos asignado longitud total cero al conjunto de todos
los vectores unitarios de R~ , la siguiente definición de ángulo diédrico también es natural.
Definición 3.4.2. Dados dos vectores no luz w1,xv2 en RU±íque generan un plano de Lorentz, se
define el ángulo di6dricn en la arista del diedro { y e R7
1 1 <‘¿xvi> =o , <y, xv
2> =O 4 como
a = —ang(wí,w2) -
(—3 + 6ít
2 + u4Observación. Con estas definiciones, el número iní(c4u)) = — ara:osh k 2(2 — )Q ) n’ien-
cionado en la sección 2, es el “ángulo cónico” (semi—riemanniano) en la singularidad, y Re(l(ít)) =
( 2(3u2 — l)(i — 2ít2) (u2 + 1
)
2 arecoslí ~i — (1 — 2)4 ) es la “longitud” (semi—riemanniana) de la singulari-
dad. En efecto, Re(l(u))/2 es el “ángulo” entre los vectores posición de los vértices VI y Zí~ (que
generan un plano de Lorent4 y Irn(a’(ít)) es eí “ángulo diédrico” en la arista singular cuyos extremos
son y


























































3.5. Una fórmula diferencial de Schláfli
Teorema 3.5.1. Sca S7c> una componente conexa de la itipercuádrica central unidad de .siqno e
de R~+I , y sea A una familia de u-simplices en S7e) que dependen diferenciablernente de uno o
mas par’ metros, y tales que todas sus caras de codimensión 1 y 2 lienen una m¿trica inducida no
degenerada. Entonces se verijica la siguiente fórmula para la diferencial de su volumen, V,,(A)
dV,,(A) = ———a— ~ V,,
2(F) dcxy
u —1 fi,
donde la suma se esttiende a todas las caras F de codimensión 2 de A , V,,2(F) es el volumen
((‘u ——2)-dimensional) de la cavaR y Úp es el ángulo diédrico en la cara E. (En el caso u—2 = O
convenzmos en que V0(E> = 1).
Demostración. Retomamos la demostración en el punto al que habíamos llegado en la sección 4. Recorde-
mos que partíamos de un n-símplice
st >0}flS7e)
(donde habíamos elegido la base <‘¿o, . . . , ‘¿4 de modo que todos los vectores w, de la base dual
fueran unitarios), y deformábamos A desplazando uno cualquiera de los vértices, ir1 , en la dirección de
otro cualquiera, ‘¿o , y dejando todos los demás vértices fijos. Concretamente, definíamos para todo 1
suficientemente próximo a 0, el u—simplice
At = {Ao ‘¿o + ‘X~ (vi ~.~tiro)+ A2 ‘¿2 + + A,, ir,, A0 =0 , .. . A,, =0 4 fl S7e)
Los únicos ángulos diédricos que varian son los ángulos en las aristas de la cara opuesta al vértice
‘¿o , es decir, los ángulos diédricos c~o,(t) en las caras de codirnensión 2 de A~ que son de la forma
Eo/i) (i = 1,... ,n’). Por tanto, queremos demostrar que
dV,,(A~) — e dcxo~(t
)
di ~ u——-1 >3v~2(r0~). dI
.=1
En el apartado 4 habíamos visto que
II’
~ L = u ~í Zv,,~2(F0o <> 1 dfo~(t(wi,xv1> — <w0,xv~>2¡ ~ í o
donde fo~(i) = Sólo falta ver, pues, que
dcto~(t) 1 dfo4t
)
dt = o ~‘¡<wo,Wo>. <w~,w~> —-<WC, w~>2¡ di o
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0*
Hay que distinguir varios casos
aCaso 1. Si <xv0, WC) . <w~, w1> — <xvo, xvi>
2 > 0, entonces, para t próximo a 0, el plano generado
por wo(t) y w,(i) tiene una métrica definida, y el ángulo diédrico en la cara Fo4t) es (Yo,(t) =
Ir — arccos(fo





<kwo, ivo> . (W~,W1> — <Wo,W1>
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(teniendo en cuenta que los vectores w~ tienen todos norma 1).
oCaso 2. Si <wo, w
0> - <xx’> xvi> — <xvo, xv~>
2 < 0, entonces, para t próximo a 0, el plano generado por
wo(t) y w
1(t) tiene una métrica de Lorentz. Hay tres posibilidades:
(i) <w0, ivo> . <w~, xvi> > O y <wo, w1> < 1)
En este caso, ao,(t) = —arccosh(—--f01(t)) luego
daodt 1 df111(t
dif%(0) — vio
(u) <w0, wo> . <xvi, w~> > O y <WCí, W~> > O -






- <ivo, xv,) . <iv,. W~> — <WC, w~>
2~
1
v3¡<W0~xvo> . <xvi,xvi> — <ivo,
(iii) <iv
0~ wo> . <w~, w~> < O -
En este caso, a01 (t) = arcsenlí(fo1(t)) , luego
drx(í¿(t















Como la elección de los vértices ‘¿o y y1 es arbitraria, resulta que la fónnula de Schláffi que queremos
probar, se veriflea para una base formada por u(n + 1) vectores tangentes al espacio de u-simplices en
el punto A , y por tanto es cierta en general.
El
dey01











































4. APLICACIÓN 1: VOLUMEN DUAL DE UN TETRAEDRO HIPERBÓLICO
EN DIMENSIÓN 3
Llamaremos volumen dual de un r¿-simplice hiperbólico A en fi7; , a la “medida’ del conjunto de
hiperpíanos de fi7; que intersecan al símplice dado. Hay dos maneras naturales de definir una medida
en el conjunto 1’,, de hiperpíanos de H7; . Por una parte, P7; se puede identificar con el grupo de
Lic 0(1, n)/J , donde 5 es el subgrupo de 0(1, ri.) formado por todas las transformaciones que dejan
invariante un hiperpiano dado de Hti - Este grupo de Lie tiene una forma de volumen invariante por
traslaciones a izquierda, que define una medida en Pti (cf. [Sa
2]). Por otra parte, la esfera de de Sitter
871) (que denotaremos simplemente Sf’ a partir de ahora), es una cubierta doble de P
ti , mediante
la aplicación que a cada punto ir e S~’ le asocia el hiperpiano de E” ortogonal a ir (con respecto
al producto escalar de Minkowski de ft~+I). Como la forma de volumen de S~ es invariante por
la aplicación antipodal, resulta que induce también una medida en Veamos que ambas medidas
coinciden.
Sea x
0,x1,. . . ,x,, una referencia ortonormal móvil en fl~+I con <xo,xo> = —1, <x~,x~> = 1 si
= 1,. . . , u, y <xi, x3> = O si i ~ ji. Según el método de la referencia móvil, las formas de Maurer-
ti
Cartan w0 para el grupo 0(1,n) están definidas por las relaciones dx~ = E w~ x1 , 1 = 0,... ,u . y
j’=C
verifican que w01 =~ , = —w1, (i, ji = 1,... u). La densidad de hiperpíanos considerada por
Santaló es la forma C17’~ = wo,, A w,,1 A .. . A w,,,,,.1 (cf. [Sa2], 117.17.3).
Vamos a expresar ahora la forma de volumen de 8~ en términos de estas formas de Maurer-Cartan.
Fijemos 1 e {1, . . . ,u — 14 , y supongamos que x e 8f~ está en el plano vectorial (riemanniano)
generado por x, y x,,. Entonces x cos(s~) x,, + sen(s~) x~ , donde s~ es la distancia de x a x,, -
Si suponemos x,-, y x2 fijos, y que x se mueve sobre la geodésica que une x,~ con x~ , entonces
dx = (—-sen(s~) x,, + cos(s~) x~) ds~ - Si, por el contrario, suponemos que x e S~ está en el plano
vectorial (de Lorentz) generado por x0 y x~ , y que existe una geodésica L que une x con x,,, entonces
x = cosh(so) x,, + senh(so) x0 , donde ~o es la distancia de x a x,,. Suponiendo x,, y x0 fijos, y
que x se mueve sobre la geodésica L, tenemos entonces que dx = (senh(so) x,, + (:osh(so) xo) ds0 -
En particular, cuando s~ = O (i = 1,... u —1), se tiene que x = x,, , y de lo anterior se deduce que
n—1 7;
dx7; = 3 x9 dsg - Como, por otra parte, dx,, 3 w~,, x9 ,resulta que ds~ = w~,, (1 = 0,... u— 1).
j=O j’=O
Entonces la forma de volumen de Sj’ es, a menos de cambio de signo (es decir, de cambio de la
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orientación en Sp),
dSp’ = d.s1 A . . . A ds,,..1 A ds0
= ¾,, A... A w,,1,, A W0,,
= (í)ti—i wo,, A w1,, A... A w,1.1,,
= w0,, A w,,’i A.. A
0,,,,,í
=dPti
En consecuencia, el volumen dual de un n-simplice hiperbólico se puede calcular como el volumen de
un cierto subeonjunto de la esfera de de Sittcr.
4.1. Polar y dual complementario de un símplice hiperbólico
Sea A un u-simplice del espacio hiperbólico H” - Sea tiro, . . . , ‘¿,,} una base de 117+1 ~J que
A={sto’vo+...-j-st,,y,, ¡sto=0 ‘r,,>04 flH”jysea{xvo,...,w,,}labasedual,queestñ
formada por vectores espaciales.
Asociaremos al símplice A los dos subeonjuntos siguientes de la esfera de de Sittcr S~
(i) el po/av
A*={stowo±...±x,,.w,jstobú T,,=04flS~
que es intersección de S{~ con un cono simplicial de 11V1 , pero no es acotado y
(fi) el dual complementario
e
A” = {st~ ivo + . + st,, xv,, st
0 =0y x~ =0para algún i e 41 ufl 1) Sj~
que es un subeonjunto compacto de Sj’ pero no es un simplice.
Lema 4.1.1. Cl dual complementario A’” es un poliedro compacto en Sj’ , cuyas caras de mdi—
menston mayor o igual que 1 son todas riemannianas (es decir; son simplíces esféricos). El polar
no es acotado, pero todas sus caras de cndimensión mayor o igual que 1 son, también símplices
esféricos, y además toda cara de A* de codimensión mayo7 o igual que 2 es también cara de A’”
El ángulo diédrico de A~ en una cara de codimensión 2 es el opues¿o del ángulo diédrico de A”
en la misma cara.
De,nostracwn. La compacidad de A’” sera una consecuencia clara de su interpretación geométrica
(ver lema 4.12. más abajo), pero también podemos demostrarla ahora, comprobando que para todo
we{stowo±...±st,,w,jsto=Oyx1=Oparaalgúnic{1 u}},es<xv,w>>0(cf. lema
3.12). En efecto, como <w, ‘¿0> = st0 =O , resulta que xv no puede ser un vector temporal o luz contenido
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en el mismo semicono temporal que ‘¿o Pero como (w,v~> = st~ =U para algún i e ~l n}
resulta que w tampoco puede ser un vector temporal o luz contenido en el otro semicono temporal, luego
necesariamente iv es un vector espacial.
El dual complementario A’” no es intersección de S~ con un cono simplicial de Rr± , pero si se
puede triangular en n—simplices cuyas caras son todas riemannianas, de la siguiente forma. Para cada
u-upla de signos a = (e1 e,,) e {±l}~,definimos el conjunto
= {xo ivo + stí eíw1 + ... + st,, . c,,w,, sto =0,...,st,, =04q
Entonces & iV’ ‘‘~ y A
1’ — U A~ - Si a # (1,..., 1) , entonces A0 es un n—simplice de
tul,... II
cuyas caras son todas riemannianas porque son ortogonales a los vectores temporales ‘¿o - x’,, -
ElpolarA*noesacotado,porqueA*LJAP — {x w
0+ +x,,w,, st0 >0}nSp,que
claramente es no acotado. Sin embargo. todas las caras del cono simplicial O ‘¿sto ivo —1- + st,, xv,,
sto > 0,. .. , st,, = 04 son riemannianas (pues son ortogonales a los vectores temporales ‘¿o, . .
y por tanto cortan a S~ en símplices esféricos. En consecuencia, todas las caras de A
4 son símplices
esféricos.
Sea F.t = {stowo+~.+st,,xv,,jxo>0 st,, =0;st,=st
5 =oJnSyunacaradeti
codimensión 2 de A* - Entonces flt también es una cara de codimensión 2 de los tres simplices
ti
At’~ ~ de la triangulación de A’” para los cuales CL = 1 si k ~ {i,j} , y además Ft no es
cara de ningún otro simplice de la triangulación de A’” - El ángulo diédrico de A
4’ en la cara F¿ es
——ang(v,, ira) ~arccosh(<irt’¿J>) , mientras que el ángulo diédrico de A2 en la misma cara es la
lvii . luí




( — ang(—’¿~, ‘¿~) — ang(’¿j, —‘¿j) — aríg(—’¿j, —vi)) = ang(’¿j, ir) = arccoslí( ~
El
En las siguientes figuras se muestran algunos ejemplos en dimensión 2, para aclarar la relación














Rigara 7 (vista en el modelo proyectivo de Beltrami—Klein)
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Veamos a continuación la interpretación geométrica del dual complementario A’” de un simplice
hiperbólico A -
Lema 4.1.2. Existe una biyección entre el dual complementario A’” menos un subconjunto
de medida nula, y el conjunto de hiperpíanos hiperbólicos que cortan al símplice A . Esta
biyección está dada por la aplicación que a cada punto xv de A’” le asocia el hiperpíano de fi7;
ortogonal a iv
Demostración. El vector xv = sto xvo + + st,, xv,, ~ O es ortogonal a un hiperpíano que corta a A
siysólosi existenyo =Uy,,> Onotodosnulos, talesque <xv, yo ‘¿o+~+’ij,, ir,,> =0,
es decir, tales que st
0 Yo + + x,, y,, = O (pues <‘¿~,w) = t~g ). Esto ocurre si y sólo si existen
i,j e 40,... ,u4 , i # j , tales que x~ =O y st~ =ú . Cambiando xv de signo si es necesano.
podemos siempre suponer st0 > O y algún st~ =ú , i = 1,..., u , con lo cual —~— e A’” . Por tanto, la
¡xvi
aplicación que a cada punto xv de A’” le asocia el hiperpíano de IzI’~ ortogonal a xv , tiene por imagen
el conjunto de hiperpíanos H
7; que cortan a A . Esta aplicación no es biyectiva porque hay puntos de
A2 que son antipodales, y tienen, pues, la misma imagen. Ahora bien, los únicos puntos de A’” para los
cuales su antipodal pertenece también a A’” , son los que tienen la coordenada st
0 = O y algún st~ =O
= 1 u - Son, por tanto, puntos del borde de A’” y constituyen un subeonjunto de medida nula.
El
Del lema anterior se deduce que el volumen dual de un n-simplice A en fiti coincide con el volumen
de su dual complementario A’” en S~’ - Para calcular dicho volumen, utilizaremos la fórmula diferencial
de Schláfli en la esfera de de Sitter, obtenida en la sección 3.
Lema 4.1.3. Sea A una familia de n—símplices hiperbólicos que depende diferenciablemente de uno
o más parámetros. Entonces los duales complementarios A’” varian también diferenciablemente
segz¿n los mismos parámetros, y se tiene la siguiente expresión para la diferencial de su volumen
V,,(A’”)
dV,,(A’”) — 1 dcv~.
n—1
Jz~
donde la suma se extiende a todas las caras E de codimeusión 2 del polar A
4’ (que son también
caras de codimensión 2 de A’”) , V,,
2(F
t) es el volumen ((u — 2)—dimensional,) de la cara




Denwstracibn. SeaA={xoiro+...+st,,’¿,, sto=0,...,x,, >04 flfi” ,ysea{xvo,..., w,,4
la base dual de {‘¿o ‘¿,,} - Consideremos la triangulación del dual complementario A’” vista en la
demostración del lema 4.1.1:
ti A’
1)
donde Aa = {st
0 iv0 + stí . eíxv1 + + st,, . e,,xv,, ¡ st0 > 0 _st,¡ =04 fl Sj’ para cada n—upla
de signos a = (ci e,,) e {+14’~ - Si A varia diferenciablemente, entonces todos los siniplices
Aa que triangulan A” varian también diferenciablemente, y podemos aplicar la fónnula de Schláfii para
determinar la diferencial de su volumen. Veamos que la suma de los ángulos diédricos en torno a cualquier
cara de codimensión 2 dc esta triangulación que no sea una cara del polar A’ , es constantemente igual
a cero, y por tanto esa cara no contribuye a la fórmula de Schláfii.
Sea F~4 ={stowo+stíeixvi++st,we,,xv,, x0=0 st >O;st,=x1 = 04flS~ una cara
de codimensión 2 de AU , donde a = (e1,... e,,) # (1.... 1) Supongamos que esta cara F<, no es
una cara dc & , lo cual equivale a que Ck = —J para algún l~ ~ {i,j} - Si í # 0 y ji # 0, entonces Tj
está contenida en el interior de A’” , y hay cuatro simplices de la triangulación de A” que inciden en la
cara F~ , correspondientes a las n-uplas (e1 ±-,.., t,..., e,,) - La suma de ángulos diédricos
en tomo a E,1 es entonces
2e~ ej ang(’¿i ‘¿g) — 2e~ e~ ang(v,. , y1) = O
Si i = O , entonces E,~ está contenida en el interior de una cara de codimensión 1 de ~ y hay
dos símplices de la triangulación de A’” que inciden en la cara E01 , correspondientes a las ti-uplas
(e1,.. . ,+e1,..., e,,) - La suma de ángulos diédricos en torno a F01 es también
c~ ang(vo, v~) —- eg ang(’¿o, ir) = O
En consecuencia,
dVrÁA”) = u >3 v,,~~2(F’) dc~j.”
lv.
donde la suma se extiende a todas las caras E’ de codimensión 2 del polar A’
o
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4.2. Volumen dual de un tetraedro hiperbólico en dimensión 3
Proposición 4.2.1. (Santaló, [Sa2],§11717.5, nota 1) Sea A un tetraedro hiperbólico en E3 , y sea
A’” su dual complementario. Entonce,s se ‘verifica ¿a siguiente relación entre el votomen de A y su
volumen dual:
V
3(A) + V3(A’”) ~ >7(rr — cxy) V1(F)
E
donde la suma se extiende a todas las aristas F del tetraedro A, V1(F) es la longitud de la arista
F y ay es el ángulo diédrico en la arista T’
Demostracibn. SeaA={xoiro+...±sta’¿a¡sto=0,...,sts=0}ÑH%ysea{xv0 xv3)’la
base dual de {‘¿o,.. - ,‘¿~} - La fórmula de Schláfii hiperbólica dice que
dV3(A) = —~ >7 V,(F) da~5
O=i<j=3
donde F1, {sto’¿o+~..+st3’¿3 sto=0 sts=0;st~=stg=0}flH
3 y a~
1es el ángulo diédrico
de A en la arista F~5 -
Por otra parte, el lema 4.1.3 anterior afinna que




diédrico de A’” en la arista fl5 , que por el lema 4.1.1 es igual a ang(vk, u) -
Se verifican entonces las siguientes relaciones. Dados O < i < ji =3 , si denotamos por
O < k < 1 < 3 los otros dos elementos de «>, 1,2,34 distintos de 1, ji , entonces
Vi(FZ
1) = ang(wk,wo) = w — aíj y a~1 = ang(’¿k,’¿l) = V1(F~5)
En consecuencia,
1
dV3(A’”) = 2 > (ir’— a0) dVí(E0)
0=i<j=31>7 () &x~(F)1 >7 V1(F0) da~g—l—1 >7 V1(F~f> da0
0=i<j=3 0=i<1=3 O=i<jC3




d(V3(A) + V3(A’”)) = dA >7(ir — ay) . V1(F))
E’
donde la suma se extiende a todas las aristas F del tetraedro A Integrando, resulta entonces que
V:s(A) + V:s(A’”) = 1 — ay) . Ví(F) + constante
¡7
Para determinar la constante, observamos que se puede hacer que A degenere cii un punto, de manera
que las longitudes de sus aristas tienden a cero, y la expresión 4~ 3,~-jir — ay) y1 (E) tiende a cero.
En ese caso, su dual complementario A’” degenera en un plano (de volumen cero), y en consecuencia
VB(A) + V3(A’”) tiende a cero. Por tanto, la constante es nula, y se obtiene la fórmula buscada.
El
En dimensión superior, la relación entre el volumen de un n-simplice hiperbólico A y su volumen
dual no es tan inmediata, debido a que en ese caso el volumen de una cara de codimensión 2 de A
coincide con el ángulo diédrico de A’” en una cara de codimensión (u —1) # 2 , que ya no aparece en la
fórmula de Sehláfii para el volumen de A’” - Para generalizar la fórmula del volumen dual a dimensiones
superiores, necesitaremos unas identidades que se probarán en la sección siguiente, y que también nos
permitirán obtener unas fórmulas de Gauss-Eonnet para n-simplices en la esfera de de Sitter S~ con
todas las caras riemannianas.
5. APLICACIÓN 2: FÓRMULAS DE GAUSS—BONNET EN LA ESFERA DE DE
SITTER, PARA SÍMPLICES CON TODAS LAS CARAS RIEMANNIANAS.
En esta sección, se obtienen unas fórmulas para simplices de S~ cuyas caras son todas riemanníanas.
que relacionan el volumen del simplice con ¡os volúmenes de sus aristas de diversas dimensiones y con
los ángulos diédricos en esas aristas, en analogía con las fórmulas generalizadas de Gauss—Bonnet para
símplices esféricos e hiperbólicos (cf [Sai]).
Sea A un u-simplice en la esfera de de Sitter S{ , tal que todas sus caras tienen una métrica
inducida riemanniana. Sea {‘¿o,. . . , ‘¿,,4 una base dc R~±’ital que A = { sto ‘¿o + + ~,, ir,, 1
st0> O st,, =04 n SQ , y sea {xv0 xv,,4 la base dual, que está formada por vectores
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temporales. Podemos encontrar entonces signos e0,... e,, CE {±i4tales que ECWO e,,xv,, son todos
vectores del semicono temporal superior. Llamaremos símplice hiperbólico polar de A a
A
4’={sto.eoxvo+.’.+x,,’e,,xv,, ¡sto=0,...,st,,=O4flH”’
Definición 5.1. Dado O < y <u — 1, y dada una cara de codimensión r + 1 del simphce A
i
0.,.~,. lOO ¡O ,....x,~.>0; st~0=...=zzsti=04 nS~’
llamaremos ángulo polar de A en la cara E¡0 . al símplice hiperbólico de dimensión r siguiente:
= {st~0 ~i<”i~ + ~ .eitWir 1 ~ =0,...,sti =04<?h1~
(que es una cara del simplice hiperbólico polar A
t>. Definiremos la medida algebraica del ángulo polar
e10. . . Z~. como:
o. -
donde V~((S~
0 . . ~) es el volumen (r-d¡mensional) del símplice hiperbólico C~0 . . , - Convenimos en
quecuandor=O,O~=e~=zhl para i=O,...,u.
Proposición 5.1. Sea A una familia de u—.si’mplices en con todas las

















donde las sumas se esttiendeu a todas las caras E del srinplice A de la dimensión indicada, Op es
la medida algebraica del ángulo polar en la cara F , y Vk(E) denota el volumen (‘k—dímensional,)
de una cara E de dimensión k de A
Demostraci¿n. Sea E una cara de codimensión u — r — 1 de A - Como A tiene todas las caras rie-
mannianas, E es un símplice esférico de dimensión r + 1 , y la diferencial de su volumen viene dada






donde la suma se extiende a todas las caras L de dimensión r~— 1 de E , y a(L, F) es el ángulo diédrico
del simplice esférico E en la cara L -
Por otra parte, sea L una cara de codimensión ti.-— r + 1 de A , y sea (-~~ el ángulo polar de A en
la casa 1~ . Entonces CL es un símplice hiperbólico de dimensión u — r , y la diferencial de su volumen
viene dada por la fórmula de Schláfii hiperbólica. Como las caras de 0L coinciden con los ángulos
polares de A en las caras E de codimensión u — ‘e — 1 que contienen a L , podernos escribir:
—1




donde la suma se extiende a todas las caras E de dimensión r+ 1 de A que contienen a E , y /J(Oy, eL)
es el ángulo diédrico del simplice hiperbólico 0L en la cara Op’ -
Corno las medidas algebraicas dc e,
0 y (-~ú son en realidad Op = +Vwr2(Op’) y =
±V,,r(OL) , resulta que la expresión dc la fórmula de Sebláflí hiperbólica en términos dc las me-
didas algebraicas de los ángulos polares, es de la siguiente forma:
—1
dO~ = u r — >3
LCD
dindlqrr+1
Op. <LE) dIJ(&) VOL>
donde r(L, E) = es un signo que depende de las caras L y E -
<9k.
Supongamos por comodidad que E = { sto ‘¿o+.~ + str+l ‘¿al st0 =O - , staí =04 fl
y L={stovo-4—..+stai ‘¿T+1 ¡xo=0,...,staí =0;sto=stí =04 flS~ ,queesunacarade
dimensión r 1 de E - Entonces el ángulo de E en la cara E es
a(L, F) = ir— ang(w¿,w~)
donde w¿ , xv~ son dos vectores pertenecientes al subespacio vectorial de
{yo,...,v,,~i4 ,tales que <iv: ir) = t~ parai = 0,1;] = 0,...,r+1 -
generado por {‘¿o - ‘¿a1 4 es ortogonal al subespacio generado por {w,-~2,....




xv,) , resulta que los
(4)
Por otra parte, los ángulos polares de A en las
Ob = { str4~ c,.±2W,,±2+ + le,, C,~W,, 1 ~
caras F y fi
> o ,...,x,,
son, respectivamente,




= {XO6OWO+stí c1w1 +str±2<r+2WV+2+ ... +st,,~CnWn 1 st0 =0 st1 =0 ,Xr+2 =
O st7; =04 nH”.
Sus medidas algebraicas son Op = . .. . . Vn..r..2Q
9p) y O~ co e
1 ~4+2 e,,
respectivamente, luego el signo r(L, E) que aparece en la fórmula de Schláfii es ‘r(L, E) = e0 . e -
El ángulo diédrico del símplice hiperbólico (ú)L en la cara e~ C5
f)(Cr,OL) = ir — ang(’¿5,v~)
donde ‘¿‘a , < son dos vectores pertenecientes al subespacio vectorial de R?+1 generado por {eowo, cuy1,
<r+2Wr+2, ... c,jW,~4 , tales que «,3w3> = ~ para i = 0,1 1 = 0, t,r + 2 u - Como el
subespacio generado por {eowo, íxv,, t±2Wr±2,... , c,,w,,} es ortogonal al subespacio generado por
‘¿2, . ir,,4j 4 , resulta que los vectores ‘¿¿ , ‘¿~ están unívocamente determinados por las condiciones
f <e,y: ,~,,> =
1,, <6 ir~ , ‘¿k> = O
Consideremos el subespacio vectorial U de flj%+í generado por los vectores {‘¿2 -
Wr+2, .. . ,xv,,4 - Este subespacio tiene codimensión 2 en R~+í , porque es suma directa de los dos
subespacios, mutuamente ortogonales, que tienen por bases {‘¿2 ir~±~4 y {W,-+2 iv) , respecti-
vamente. De las condiciones (4) y (5) se deduce entonces que {w¿ , w~} y {6o’¿¿ , eíir) son dos bases
delplanol’1’ ortogonalail enRQ+í - Además,como <w,v1> =% parai =0,1; ji =0,...,r+1
resulta que xv es suma de iv, más una combinación lineal de iv,-~2,.. . xv,, Y como <c,ir ,xvj> = ¿ti
para i 0,1 ; ji = 0, br ±2, .n , se tiene finalmente que <c1’¿,w) = % para i,ji = 0,1 Por
tanto, {w~ , w~} y 460< , cí<4 son bases duales del plano fl’ . En consecuencia,





— r(L, F). d13(OF,
0L)
233
Teniendo en cuenta ahora las fórmulas de Schláfii (2) y (3), resulta que y,
e,
dV,,+~(F) =
Vrt(L) . dcr(L, E)
Op -r(L, E) . díJ(Sp’, Or)





Usando las propiedades de la función gamma, llegamos finalmente a la fórmula buscada:
r+2 n-—’c—í17 )F(2 2
.P(















Entonces para 1 =~ =u ——2 , la igualdad (1) se puede escribir también como:
>7
dOn (E) =‘r+ 1
1k. dV,±,(E) — >7
dun(R)~r-— 1
= O (6)
Observación 5.1. En la demostración de la proposición 5.1 no se ha usado en ningún momento que el
símplice A sea compacto. Por tanto, las igualdades (6) se verifican también para cualquier subeonjunto
(no yacio) de la esfera de de Sittcr S~ que sea intersección de S~ con un cono simplícial de }{7+í , y tal
que todas sus caras de codimensión > 1 sean riemannianas. (Por ejemplo, el polar A* de un n—símplice
hiperbólico A , cf. lema 411.)
>7






¡ ‘u(E) =, + l
>7
dnn( L) =, —1
>7
LCD
d ir’ (L)r7’— 1
>7
LEE’
u —— r’ — 1
1~







Una fórmula de Gauss-Bonnet.





>7 V2~(F).Op = O
dirn( E)z~2k
(7)
donde se suma sobre todas las cara.s F de A de dimensión par, V2k(F) es el volumen de una cara





si O < i <u — 1 y c,,=i
u(Estamos usando aqui los siguientes convenios: si lv = — entonces el ángulo polar O~ en todo el
2’
u — 1
símplice se toma igual a —1 ; si lv = 2 entonces los ángulos polares en las caras dc codimensión
1 son ±1(ver definición 5.1) , y si lv = O entonces los volúmenes de las caras de dimensión O son 1)
Observación 5.2. Para dimensión u par, la fórmula de Gauss-Bonnet (7) permite expresar el volumen
del n-símplice A en ténninos de los volúmenes de símplices de dimensión menor:





Cuando u es impar, la fórmula de Gauss-Bonnet no incluye el volumen del propio símplice, y por tanto





si u es impar
Demostración de la proposición 5.2. Vamos a hacer la demostración sólo en el caso en que u es par;
el otro caso es análogo.
Sea, pues, u un número par y A un u-simplice en ~? tal que todas sus caras son riemannianas. La
fórmula de Schláfii en la esfera de de Sitter (teorema 3.5.1) dice que
1
dV,7A) = u —1 >7 V,,2(F) dap
fi,
si u es par
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u’
donde se suma sobre todas las caras F de codimensión 2 de A y a¡.’ es el ángulo diédrico de A en la
cara E. Ahora bien, de las definiciones de ángulo diédrico y ángulo polar se deduce fácilmente que el
ángulo polar de A en la cara F es Op = —ay - (En efecto, con las mismas notaciones dc la definición
5.1 se tiene que, si xv, , xv2 son los vectores ortogonales a la cara E , entonces ay = —ang(xv3 , xv)




Teniendo en cuenta además que la constante ~ = 2 F(!frÁ) resulta que
(\fl n—’2dV,,(A) = (—1) c,,2 - >7
ci, ccc( £ )=,, —2







V,,2(E) dOp’ = (—ij% - dV,,(A)
O,- dV,,2(F) + (~i) >3
rl’,,, (1’) ti.—4





>3 V2(E) dO~ = 1)
clic ci ( E)
>3 dO,,’=0
Si sumamos todas estas igualdades, obtenemos que
(—1)? . dV,(A) = d(Z(—1 )k c2L >7 \&,JF) . 017)
clitii(I’flzx2k
e integrando resulta que
V,,(A) = >7 (—l)~ ‘<2k -
k=0
>7 V2y}E) . 0¡— + constante
Para determinar la constante de integración, consideremos el caso limite en el que el simplice hiperbólico
polar A degenera en un punto, de modo que todos los ángulos polares de A tienden a cero. Entonces
6
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el simplice A degenera en un subeonjunto contenido en un hiperpíano de S~’ , y por tanto y,, (A) -~ 0 -
En consecuencia, la constante de integración es nula y se obtiene la fórmula buscada:
(...i)i. V,I(A) = >7(í)k c~ >7 V2k(P) . Op~
kzzO dirn(fl:z2k
El
Observación 5.3. 1—le llamado a la fórmula (7) fórmula de (Jauss-Bonnet debido a su analogia con las
fórmulas generalizadas de (lauss-Bonnet para poliedros convexos en el espacio no cuclideo de curvatura
constante tc ±1(cf [Saí], ¡AVS]). Sin embargo, existe la diferencia esencial deque en la fórmula (7),
para simplices de la esfera de de Sitter S~’ con todas sus caras riemannianas, el segundo miembro de la
igualdad es cero. Por tanto, si tratáramos de generalizar la fórmula (7) a poliedros de Sj~ triangulables
mediante símplices de este tipo, no aparecería la característica de Euler del poliedro.
Observación 5.4. El mismo procedimiento utilizado en la demostración de las proposiciones 5.1 y 5.2
se puede aplicar también en los casos esférico e hiperbólico para probar las citadas fórmulas de Gauss-
Bonnet para simplices en S’ y E” - Dichas fórmulas se pueden deducir, pues, de las fórmulas de Sehláfli
esférica e hiperbólica.
6. APLICACIÓN 3: VOLUMEN DUAL DE UN n-SIMPLICE HIPERBÓLICO.
(GENERALIZACIÓN DE UNA FÓRMULA DE SANTALÓ.)
Sea A = {x0 ‘¿o +~ +~,, ir,, sto >0 ,.. st,, =0 } 12 E” un n-símplice hiperbólico, y sea
{w0 w,,4 labasedual de {v0,. . . ,v,,} . Consideremos elpolarde A, At {sto wo+. . .+st,, w,,
st0 > 0,...,st,, = 0}nsp , y el dual complementario, A’” = {ro ii’0 + ±st,, xv,,
st0 = O y st~ = O para algún i e {1 u» n . Vimos ya en §4.1 que el volumen dual de
A (es decir, la medida del conjunto de hiperpíanos de W~ que cortan a A) coincide con el volumen
V44E) de su dual complementario en S~ . Ahora vamos a relacionar este volumen dual V,,(A’”) con
los volúmenes de las caras de dimensión impar del simplice hiperbólico A y con los ángulos polares en
esas caras.
Definición 6.1. A cada cara de codimensión lv + 1 del simplice A (0 < lv <u — 1),
F={stoiro+...+st,v,jsto=0, st O~st%~ stik =04 PH”
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le asociaremos la siguiente cara de dimensión lv del polar A*:
{ i fl + + stik ‘¿it. 1 ti
1 =0. ‘1$, =O 4 12
Diremos que J~ y Et son caras polares. Llamaremos ángulo polar Op del simplice hiperbólico A en la
cara E al volumen de la cara polar J7* (que es un simplice esférico de dimensión lv’ ; cf. Lema 4.1.1).
Observación 6.1. Si E es una cara dc codimensión 2 de A y ay es el ángulo diédrico de A en E
entonces el ángulo polar es O, = ir — ap -
Proposición 6.1 .Sea A un n—s’ímplice hiperbólico. Entonces su volumen dual es
tfl2





donde 56 suma sobre todas las caras Y de A de dimensión impar, V
2t.+i(F) es el volumen de una
cara E de dimensión 2k + 1 , Op es el ángulo polar dc A crí la cara E , y c, es la constante definida
por
si 0 < i < ‘rí — y c,,=1
‘ti — 1(Estamos usando aquí los siguientes convenios: si lv = 2 entonces el ángulo polar O~ en todo el
u — 2
símplice se toma igual a 1 si lv = 2 entonces los ángulos polares en las caras de codimensióíi 1
son 1 , y si lv 0 , entonces los volúmenes de las caras de dimensión 0 son 1
Observación 6.2. Para dimensión u impar, la fórmula (1) permite relacionar el volumen del u—siínplice














sí u es impar











Cuando u es par, la fórmula (1) relaciona. en cambio, el volumen dual del simplice A con su “área







































En particular, para dimensión 2, la fórmula dice que la medida del conjunto de rectas que cortan a un
triángulo hiperbólico píano, es igual al perímetro del triángulo. En dimensión 4, dice que
3 V4(A’”) +2 83(A) = >7 V1(E) 9~
dirn(E)1
Demostración de la proposición 5.1. Vamos también a hacerla sólo en el caso en que n es impar, pues
el otro caso es análogo.
Consideremos el polar A’ de A . Aunque A’ no es compacto, si es intersección de la esfera de de
Sitter Sj~ con un cono símplicial de RV~
1 , y por tanto las igualdades (6) de la sección 5 son también
válidas para & (ver Observación 5.1). Como las constantes c~ satisfacen la relación c~ =
tenemos que para 2 <r <u — 1
>7 O~. . dV,,,±
1(fl) — c~ >7 V,,—>.1(F”) . dOy~ = 0 (2)
dirn( F~ )‘-ti —t’-f— 1 dliii (E•) ,, —r— 1
donde las sumas se extienden a todas las caras E’ del polar A’ de la dimensión indicada, Op. es la
medida algebraica del ángulo polar en la cara E’ , y Vt.(E) denota el volumen (k-dimensional) de una
cara E’ de dimensión lv de A’ -
Como la base dual (‘¿o v,,} de {xvo w,,} está formada por vectores temporales que están
todos en el semicono superior, resulta que la medida algebraica del ángulo polar de A’ en cada cara
>7* de dimensión lv , coincide con el volumen de la cara polar E de A (cf Definición 5.1). Se tiene,
pues, la siguiente relación: si E c A y E’ c A’ son caras polares de dimensiones r y u — r — 1
respectivamente, entonces
V~(E) = Op. y Vnri(F’) =
Por tanto, para 1 <2 r <2 u — 2 , la igualdad (2) se puede escribir también en términos de magnitudes
relacionadas con el propio símplice hiperbólico A en vez de con su polar A’ , de la siguiente forma:
>7 Vr...2(F) . dO~ — ½ >7 1k~ JV(E) = 0 (3)
dxm(E)r—2 diín(E)’~r
donde las sumas se extienden a todas las caras E del simplice A de la dimensión indicada, Op es el
ángulo polar de A en la cara>7 , y Vt.(E) denota el volumen (lv-dimensional) de una cara E de dimensión
lv de A -
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Por otra parte, si tenemos en cuenta la observación 6.1 y el hecho de que la constante c1 = c,,2 =
(4)
r










Análogamente, como la constante e1 = c,,2 = — , de la fónnula de Schláfii en la esfera de dc Sitter
se deduce (ver Lema 4. 1 .3) que:
dV,,(A’”) = >7 V,12(P’) da»’.
dirn(F)=ti—2
donde se suma sobre todas las caras E’ de codimensión 2 del polar A’ , y a¡.~. es el ángulo diédrico de
A’” en la cara Y’ - En la demostración del Lema 4.1.3 se vio que ay. = Ví(E) , donde Y es la cara
polar de E’ . Como además V,12(F*) = Op resulta que
dV,-~(A’”) = e¡ >7
di ir’(£9 1
O»’ dV1(E) (5)
Juntando las ecuaciones (3), (4) y (5), tenemos que
>3 0»’ dVí(F) = dV~(A’”)
di in( 1’)—
>3 V1(P) dO~ — e3 >3
liín(F9=1 íiiríí(P9=3





O»’ dV,>2(F) = 0
Sumando todas estas igualdades, obtenemos que
¡ n—3








e integrando resulta que
n—3
(,,—:fl
V~(A’”) + (—l)~W~ . V,~(A) = >7(—’)~ . c~..fl
k=O
>7





































Para determinar la constante de integración, consideremos de nuevo el caso límite en el que el símplice
hiperbólico A degenera en un punto, de modo que AY degenera en un hiperpíano de Sj1 , y por tanto
Vn(A) —-4 0 ,VdA’”) —+ O , y los volúmenes de todas las caras de A tienden a cero. En consecuencia,
la constante de integración es nula y se obtiene la fórmula buscada:
n+I
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